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相对 于 传统 的 Matlab 和 Mathematica 等 昂贵 的 商业 软件 包 ， Python 科学 计算 软件 包 以 其 开源 、 免 
费 、 库 资源 丰富 的 特点 ， 赢 得 了 广大 科技 工作 者 和 理工 科学 生 的 青睐 。 本 书 讲解 如 何 使 用 Python 科学 计 
算 软 件 包 来 实现 和 测试 复杂 的 数学 算法 ， 第 2 版 针对 Jupyter 笔 记 本 用 户 更 新 了 部 分 代码 ， 并 新 增 了 讲解 
SymPy 的 章节 。 

书 中 首先 简要 介绍 Python 相关 知识 ， 洒 盖 IPython、NumPy 和 SymPy， 以 及 二 维和 多 维 图 形 的 绘 
制 。 这 些 知识 旨 在 为 读者 提供 必要 的 基础 ， 而 非 呈 现 Python 语言 的 所 有 细节 。 之 后 ， 书 中 讨论 了 三 个 不 
同 领域 的 应 用 实例 ， 涉 及 常 微分 方程 、 偏 微分 方程 和 多 重 网 格 ， 并 展示 了 人 处理 Fortran 遗 留 代 码 的 方法 。 
读者 可 以 在 这 些 实例 的 基础 上 举一反三 ， 尝 试 采用 合适 的 附加 模块 来 解决 自己 所 在 领域 的 实际 问题 。 

此 外 ， 书 中 所 有 代码 均 可 免费 获取 ， 请 访问 www.cambridge.org/PfS2 下 载 。 
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文艺 复兴 以 来 ， 源 远 流 长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规 范 ， 使 西方 国家 在 上 自然 科学 的 
各 个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 ; 也 正 是 这 样 的 优势 ， 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 
家 辈出 、 独 领 风 骚 。 在 商业 化 的 进程 中 ， 美 国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧密 地 结合 ， 计 算 机 
学 科 中 的 许多 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科学 著作 ， 不 仅 学 
画 了 研究 的 范畴 ， 还 揭示 了 学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规 范 ， 又 自 有 学 者 个 性 ， 其 价值 并 不 会 
因 年 月 的 流逝 而 减退 。 

近年 ， 在 全 球 信 息 化 大 潮 的 推动 下 ,我国 的 计算 机 产业 发 展 迅 猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 
益 人 迫切。 这 对 计算 机 教育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ; 而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 
上 显得 举足轻重 。 在 我 国信 息 技 术 发 展 时 间 较 短 的 现状 下 ， 美 国 等 发 达 国 家 在 其 计算 机 科学 
发 展 的 几 十 年 间 积 淀 和 发 展 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引 进 一 批 国外 优秀 计 
算 机 教材 将 对 我 国 计 算 机 教育 事业 的 发 展 起 到 积极 的 推动 作用 ,也 是 与 世界 接轨 、 建 设 真正 
的 世界 一 流 大 学 的 必由之路 。 

机 械 工 业 出 版 社 华章 公司 较 早 意识 到 “出 版 要 为 教育 服务 ”。 自 1998 年 开始 ， 我 们 
就 将 工作 重点 放 在 了 六 选 、 移 译 国外 优秀 教材 上 。 经 过 多 年 的 不 懈 努 力 ， 我 们 与 Pearson、 
McGraw-Hill, Elsevier, MIT, John Wiley & Sons, Cengage 等 世界 著名 出 版 公司 建立 了 良 
好 的 合作 关系 ， 从 它们 现 有 的 数 百 种 教材 中 甄选 出 Andrew S. Tanenbaum, Bjarne Stroustrup, 
Brian W. Kernighan, Dennis Ritchie, Jim Gray, Afred V. Aho, John E. Hopcroft, Jeffrey 
D. Ullman, Abraham Silberschatz, William Stallings, Donald E. Knuth, John L. Hennessy , 
Larry L. Peterson 等 大 师 名 家 的 一 批 经 典 作 品 ， 以 “计算 机 科学 丛书 ”为 总 称 出 版 ， 供 读者 
学 习 、 研 究 及 珍藏 。 大 理 石 纹理 的 封面 ， 也 正体 现 了 这 套 从 书 的 品位 和 格调 。 

“计算 机 科学 丛书 ”的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 易 力 相助 ， 国 内 的 专家 不 仅 提供 了 
中 肯 的 选 题 指 导 ， 还 不 辞 劳 苦 地 担任 了 翻译 和 审 校 的 工作 ;而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作品 
在 申 国 的 传播 ， 有 的 还 专门 为 其 书 的 中 译本 作 序 。 迄 今 ,“ 计 算 机 科学 丛书 ”已 经 出 版 了 近 
500 个 品种 ， 这 些 书籍 在 读者 中 树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采用 为 正式 教材 和 参考 书 
籍 。 其 影印 版 “经 典 原版 书库 ”作为 姊妹 篇 也 被 越 来 越 多 实施 双语 教学 的 学 校 所 采用 。 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因素 使 我 们 的 
图 书 有 了 质量 的 保证 。 随 着 计算 机 科学 与 技术 专业 学 科 建 设 的 不 断 完善 和 教材 改革 的 逐渐 
深化 ， 教 育 界 对 国外 计算 机 教材 的 需求 和 应 用 都 将 步 入 一 个 新 的 阶段 ， 我 们 的 目标 是 尽 善 尽 
美 ， 而 反馈 的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 终极 目标 的 重要 帮助 。 华 章 公 司 欢迎 老师 和 读者 对 我 们 
的 工作 提出 建议 或 给 予 指正 ， 我 们 的 联系 方法 如 下 : 


华章 网 站 ; www.hzbook.com 

电子 邮件 : hzjsj@hzbook.com 

联系 电话 : (010) 88379604 

联系 地 址 ; 北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 1 号 
邮政 编码 : 100037 华章 科技 图 书 出 版 中 心 
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本 书 是 面向 理工 科学 生 和 科技 工作 者 的 Python 程序 设计 教程 。 广 大 的 理工 科学 生 、 科 
技工 作者 和 科学 家 需要 使 用 计算 机 科学 计算 软件 包 辅助 日 党 学 习 和 科学 研究 工作 。 相 对 于 传 
统 的 商业 软件 包 (如 Matlab 和 Mathematica)， 以 Python 为 代表 的 开源 软件 计算 包 具 有 免费、 
开源 、 广 泛 的 库 支 持 等 特点 ， 是 昂贵 的 专 有 软件 包 的 重要 开源 奉 代 品 ， 已 经 成 为 科技 工作 者 
的 首选 科学 计算 软件 包 。 

本 书 通过 丰富 的 、 可 下 载 的 、 实 用 的 以 及 可 适应 不 同 平台 的 代码 片段 ， 从 最 基础 的 环 
节 开 始 指导 科技 工作 者 学 习 Python 的 所 有 相关 知识 。 读 者 将 会 发 现 ， 实 现 和 测试 复杂 的 数 
学 算法 是 一 件 非常 容易 的 事 。 本 书 提 供 了 一 系列 与 许多 不 同 领域 相关 的 示例 ， 充 分 展示 了 
Python 语言 的 魅力 ， 并 且 引 导读 者 使 用 众多 免费 的 附加 模块 。 同 时 ， 作 者 还 展示 了 如 何在 
Python 环境 中 使 用 遗留 代码 (通常 是 Fortran77 语言 )， 从 而 避免 学 习 和 掌握 原始 代码 的 麻烦 。 

本 书 的 前 半 部 分 (以 及 附录 ) 涵盖 了 科技 工作 者 使 用 Python 科学 计算 软件 包 所 需要 的 
几乎 所 有 知识 。 本 书 的 后 半 部 分 则 使 用 Python 科学 计算 软件 包 来 解决 三 个 具体 科研 领域 的 
问题 : 第 8 章 涵盖 四 种 截然 不 同 的 常 微分 方程 ， 并且 展示 了 如 何 使 用 各 种 相关 的 “ 黑 盒 ”， 
这 些 “ 黑 盒 ” 通 常 是 那些 实际 使 用 且 可 信 的 Fortran 代码 的 Python 封装 ; 第 9 章 虽 然 表 面 上 
讲 的 是 关于 演化 偏 微分 方程 的 伪 谱 方法 ， 但 实际 上 涵盖 了 一 个 对 许多 科学 家 都 非常 有 用 的 主 
题 ， 即 如 何在 不 理解 Fortran 语言 的 情况 下 ， 在 Python 语言 中 以 类 似 Fortran 的 速度 来 重用 
那些 通常 用 Fortran77 编写 的 遗留 代码 ; 最 后 一 章 讨论 通过 多 重 网 格 求解 非常 大 的 线性 系统 ， 
这 也 是 如 何在 科学 环境 中 有 意义 地 使 用 面向 对 象 程序 设计 的 案例 。 科 技工 作者 可 以 在 这 些 知 
识 的 基础 上 举一反三 ， 使 用 Python 科学 计算 软件 包 来 解决 自己 所 在 领域 (如 生物 化 学 、 唱 
体 学 等 ) 的 实际 问题 。 

本 书 作 者 是 英国 剑桥 大 学 应 用 数学 和 理论 物理 系 的 约翰" M. 斯 图 尔 特 教授 ， 他 是 《 非 
平衡 相对 论 动力 学 理论 》( 1971 年 ) 和 《高 级 广义 相对 论 》(1991 年 ) 的 作者 ， 并 且 还 翻译 和 
编辑 了 汉 斯 * 斯蒂芬 尼 的 《广义 相对 论 》(1990 年 )。 作 者 基于 自己 借助 计算 机 从 事 科 学 研究 
超过 40 年 的 经 验 ， 阐 述 了 使 用 Python 科学 计算 软件 包 处 理科 研 领 域 问题 的 方法 ， 以 帮助 科 
研 工作 者 有 效 地 解决 自己 专业 领域 中 的 问题 。 

本 书 由 华东 师范 大 学 江 红 和 余 青松 共同 翻译 。 衷 心 感谢 本 书 的 编辑 曲 烟 老 师 和 张 志 铭 老 
师 ， 积 极 帮 我 们 筹划 翻译 事宜 并 认真 审阅 翻译 稿件 。 翻 译 也 是 一 种 再 创造 ， 同 样 需要 艰辛 的 
付出 ,感谢 朋友 、 家 人 以 及 同事 的 理解 和 支持 。 在 本 书 翻译 的 过 程 中 我 们 力求 忠于 原著 ,但 
由 于 时 间 和 学 识 有 限 ， 且 本 书 涉 及 多 个 领域 的 专业 知识 ,不 足 之 处 在 所 难免 ， 敬 请 诸位 同 
行 、 专 家 和 读者 指正 。 


we Aw 
2019 年 4 月 
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第 1 版 的 前 言 中 包含 了 本 书 的 写作 动机 ， 以 及 对 众多 协助 编写 本 书 的 工作 人 员 的 致 
谢 。 在 此 ， 我 还 要 感谢 许多 读者 ， 他 们 提供 了 建设 性 的 批评 意见 ， 其 中 大 部 分 已 经 被 纳入 第 
2 版 中 。 我 还 想 进 一 步 解释 一 下 为 什么 要 出 版 第 2 版 。 从 表面 上 看 ， 除 了 新 增 讨论 SymPy 
(Python 本 身 的 计算 机 代数 系统 ) 的 第 7 章 之 外 ， 似 乎 没有 什么 大 的 变化 。 

然而 ， 新 版 本 中 的 大 部 分 内 容 都 渗透 着 一 种 根本 性 的 变化 。 在 准备 第 1 版 时 ， 使 用 增 
强 解 释 器 IPython 的 可 靠 方法 是 通过 传统 的 “终端 模式 ”。 那 时 正在 开发 增强 的 “笔记 本 模 
式 ”， 该 模式 与 Mathematica 笔记 本 概念 类 似 ， 区 别 在 于 其 显示 在 计算 机 的 默认 Web Wit ah 
中 9。 该 项 目 现在 已 经 演变 为 Jupyter 笔记 本 ， 该 笔记 本 允许 人 们 构建 和 发 布 包含 计算 机 
代码 (支持 40 多 种 语言 )、 数 学 公式 、 说 明文 本 、 图 形 图 像 和 可 视 化 内 容 的 文档 。 由 于 这 
也 许 是 初学 者 获得 Python 经 验 的 最 简单 的 软件 应 用 程序 ， 因 此 本 书 的 大 部 分 内 容 已 经 为 笔 
记 本 用 户 重 写 了 教学 内 容 。 特 别 是 第 2 版 的 附录 A 中 还 包含 了 一 个 关于 如 何 使 用 笔记 本 的 
启发 式 教程 ， 并 且 已 经 扩展 式 地 重 写 了 第 2 章 的 内 容 以 展示 其 特性 。 书 中 的 所 有 内 容 现 在 
都 给 出 了 适当 的 应 用 实例 。 例 如 ， 人 允许 SymPy 生成 其 他 计算 机 代数 系统 无 法 比拟 的 代数 表 
达 式 。 

这 种 变化 也 影响 了 交互 式 图 形 和 视觉 动画 领域 。 之 所 以 有 这 种 变化 的 需求 ， 是 因为 标准 
Python 的 二 维 图 形 包 Matplotlib 难以 生成 与 平台 无 关 的 结果 。 实 际 上 ， 由 于 “改进 ”的 软件 
升级 ,第 二 版 中 用 于 即时 屏幕 动画 的 代码 不 再 有 效 。 然 而 ， 笔 记 本 的 概念 则 提供 了 一 个 微妙 
的 解决 方案 来 破解 这 一 僵局 。 回 想 一 下 ， 笔 记 本 窗口 是 浏览 器 窗口 ， 它 使 用 现代 HTML 图 
形 。 第 6 章 介 绍 了 笔记 本 概念 所 带 来 的 益处 。 

最 后 一 处 改进 是 ， 除 了 本 书 中 列 出 的 最 普通 的 代码 片段 之 外 ， 所 有 代码 片段 现在 都 以 电 
子 文档 形式 提供 (当然 采用 笔记 本 文件 格式 )， 而 网 站 中 则 同时 包括 HTML 和 了 PDF 版 本 ， 具 
体 参 见 1.2 节 。 电 子 文档 中 不 包括 代码 前 后 的 说 明文 本 。 为 了 读 取 代码 说 明文 本 ， 读 者 必须 
阅读 本 书 (无 论 是 纸 质 版 还 是 电子 格式 ) ! 

编者 按 : John 在 第 2 版 完成 后 不 久 就 不 幸 去 世 了 ， 他 的 同事 、 朋 友和 家 人 都 非常 想念 
他 ,尤其 是 他 的 “Python F1” . 


日 ” 既 不 需要 也 不 使 用 互联 网 接 入 。 
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我 借助 计算 机 从 事 科 学 研究 已 有 40 多 年 了 。 在 这 期 间 ， 计 算 机 硬件 越 来 越 便 宜 、 越 来 
越 快速 ， 并 且 越 来 越 强 大 。 然 而 ， 与 科技 工作 者 相关 的 软件 则 变 得 越 来 越 复杂 。 我 最 喜欢 的 
关于 Fortran90 和 C++ 的 教科 书 分 别 是 1200 页 和 1600 页 。 同 时 我 们 还 需要 阅读 关于 数学 库 
和 图 形 包 的 文档 。 对 于 想 沿 着 这 条 路 走 下 去 的 新 手 ， 将 不 得 不 投入 大 量 的 时 间 和 精力 ， 以 便 
写 出 有 用 的 程序 。 这 导致 了 “科学 计算 软件 包 ” 的 出 现 ， 比 如 Matlab” 或 Mathematica, € 
们 避免 了 编译 语言 、 独 立 数学 库 和 图 形 包 的 复杂 性 。 我 一 直 在 使 用 这 些 科 学 计算 软件 包 ， 发 
现 它 们 可 以 非常 方便 地 用 于 执行 开发 人 员 所 设想 的 任务 。 然 而 ， 我 也 发 现 它们 很 难 再 扩展 ， 
因此 我 需要 寻找 其 他 方法 。 

若干 年 前 ,一 位 计算 机 科学 领域 的 同事 建议 我 研究 一 下 Python. BAY, Python 就 已 经 
具有 很 大 的 潜力 了 ,但 其 实现 却 非常 脆弱 。 然 而 ， 正 因为 其 免费 且 开 源 ， 所 以 一 直 吸 引 着 一 
文 非常 有 效 的 开发 队伍 。 最 近 ， 他 们 努力 的 成 果 得 到 了 协调 和 统一 ， 从 而 形成 了 一 个 强大 的 
软件 包 ， 该 软件 包 由 一 种 小 型 的 核心 语言 和 许多 外 围 附加 库 或 者 模块 组 成 。 其 中 一 组 可 以 而 
且 确 实 复制 了 传统 科学 计算 包 的 功能 。 更 重要 的 是 ， 如 果 能 够 熟练 并 容 智 地 使 用 Python 及 
其 模块 ， 就 完全 可 以 实现 通常 由 Fortran、C 等 专业 程序 员 胜 任 的 大 项 目 。 虽 然 运 行 速度 略 
有 损失 ,但 可 以 由 大 大 缩短 的 开发 时 间 来 超额 补偿 。 本 书 的 目的 就 是 向 科技 工作 者 介绍 如 何 
利用 这 种 相对 未 知 的 资源 。 

大 多 数 科学 家 对 计算 机 都 有 一 定 的 熟悉 程度 和 编程 意识 (尽管 不 一 EAZ Python), R 
将 充分 考虑 这 种 因素 。 因 此 ， 与 大 多 数 旨 在 “ 教 ” 一 门 语言 的 书籍 不 同 ， 本 书 不 仅仅 是 讨论 
参考 手册 中 的 内 容 。Python 具有 很 多 强大 但 不 为 人 知 的 方面 ， 相 对 于 那些 广为人知 的 内 容 ， 
这 些 方面 需要 更 多 的 解释 。 特 别 是 ， 如 果 在 本 书 中 遇 到 “初学 者 ”或 者 “粗心 大 意 ” 的 词句 ， 
那么 表示 在 说 明文 档 中 没有 明确 指出 的 关键 点 ， 至 少 作者 本 人 在 该 点 上 犯 了 错误 。 

本 书 的 前 七 章 以 及 附录 A， 涵盖 了 科技 工作 者 为 开始 有 效 地 使 用 Python 而 需要 知道 的 
几乎 所 有 知识 。 本 书 的 编辑 和 一 些 评阅 专家 建议 我 在 后 半 部 分 专注 于 讨论 某 一 领域 的 问题 。 
但 这 可 能 会 导致 一 系列 书籍 的 产生 ,“ 面 向 生物 化 学 家 的 Python ”“ 面 向 晶体 学 家 的 Python” 
等 ， 而 且 所 有 这 些 教科 书 的 前 半 部 分 内 容 都 相同 。 我 选择 只 涉及 三 个 主题 ,但 是 本 书 的 内 容 
也 适用 于 许多 更 广泛 的 领域 。 第 8 章 涵盖 四 种 截然 不 同 的 常 微分 方程 ， 并 且 展 示 了 如 何 使 用 
各 种 相关 的 “ 黑 盒 ”， 这 些 “ 黑 盒 ” 通 常 是 那些 实际 使 用 且 可 信 的 Fortran 代码 的 Python 封 
装 。 第 9 章 虽 然 表 面 上 讲 的 是 关于 演化 偏 微 分 方程 的 伪 谱 方法 ,但 实际 上 涵盖 了 一 个 对 许多 
科学 家 都 非常 有 用 的 主题 ， 即 如 何在 不 理解 Fortran 语言 的 情况 下 ， 在 Python 语言 中 以 类 似 
Fortran 的 速度 来 重用 那些 通常 用 Fortran77 编写 的 遗留 代码 。 最 后 一 章 讨论 通过 多 重 网 格 求 
解 非常 大 的 线性 系统 ， 这 也 是 如 何在 科学 环境 中 有 意义 地 使 用 面向 对 象 程序 设计 的 案例 。 如 
果 读 者 仔细 并 且 批 判 性 地 看 竺 这些 章节 ， 那 么 应 该 可 以 获得 处 理 自己 领域 问题 的 实用 专业 
知识 。 

感谢 许多 Python 开发 人 员 ， 他 们 创造 了 一 个 非常 有 用 的 工具 并 编写 了 非常 好 的 文档 ， 
同时 也 感谢 许多 在 Web 上 发 布 代码 片段 的 开发 天 员 ， 这 为 很 多 人 【比如 本 书 作 者 ) 提供 了 巨 


Vil 


大 的 帮助 。 我 的 许多 同事 提供 了 宝贵 的 意见 : Des Higham 慷慨 地 同意 我 在 第 8 章 的 最 后 一 
节 借 用 他 的 观点 。 特 别 感谢 Oliver Rinne， 他 仔细 地 审阅 了 本 书 的 草稿 。 在 剑桥 大 学 出 版 社 ， 
我 的 项 目 编辑 Jessica Murphy 和 文字 编辑 Anne Rix 展示 了 他 们 卓越 的 专业 素养 。 最 后 但 也 
十 分 重要 的 是 ， 感 谢 剑 桥 大 学 应 用 数学 和 理论 物理 系 在 我 退休 后 继续 给 我 提供 办 公 空 间 ， 这 
大 大 促进 了 本 书 的 完成 。 

写 一 本 严肃 的 书 绝 不 是 一 件 容易 的 事情 ， 因 此 我 非常 感激 Mary (我 的 “Python #40” ) 
近乎 无 穷 的 耐心 ， 这 使 本 书 成 为 可 能 ! 
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程序 设计 导论 : Python 计算 与 应 用 开发 实践 ( 原 书 第 2 版 ) 


作者 : Ljubomir Perkovic 译 者 ， 江 红 等 ISBN: 978-7-111-61160-8 定价 ; 99.00 元 


本 书 是 美国 德 保 罗 大 学 的 精品 课程 教材 ， 它 与 传统 程序 设计 书籍 最 大 的 不 同 在 于 ， 不 仅 讲授 编 
程 知识 ， 而 且 重视 计算 思维 的 培养 。 此 外 还 涵盖 了 丰富 的 计算 机 科学 主题 以 及 当前 的 热门 技术 ， 有 
助 于 学 生 全 面 了 解 不 同 的 计算 领域 ， 并 掌握 开发 与 Web 和 数据 库 交 互 的 现代 应 用 程序 的 能 力 。 


Python 程序 设计 与 问题 求解 ( 原 书 第 2 版 ) 


作者 ，Kenneth A. Lambert 译 者 : 刘 鸣 涛 等 ISBN: 978-7-111-62613-8 Æ: 99.007 


本 书 专 为 计算 机 科学 课程 的 入门 阶段 而 作 ， 选 用 Pyfhon 语 言 ， 设 计 了 易于 学 习 且 富有 趣味 的 学 
习 路 径 ， 使 学 生 不 再 困惑 于 繁杂 的 概念 和 语法。 全 书包 含 大 量 问 题 求解 案例 和 练习 3， 涵盖 完整 的 软 
件 开 发 生命 周期 ， 旨 在 培养 学 生 解 决 实践 问题 的 能 力 。 
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| 第 1 章 


Python for Scientists, Second Edition 


ee 





本 书 英 文书 名 为 “Python for Scientists”, HEBRE X EMAR? FHK “Python” x 
LA; 中 一 种 来 自 亚洲 或 者 撒哈拉 非洲 的 无 毒蛇 ; 四 一 种 计算 机 脚本 语言 。 很 显然 ， 本 
书 针 对 的 是 第 二 种 定义 (第 二 种 定义 的 具体 含义 将 在 稍 后 详细 阐述 )。 这 里 的 “科学 家 ” 
(Scientists)， 是 指 任何 使 用 定量 模型 通过 处 理 预先 收集 的 实验 数据 来 获得 结论 ， 或 者 基于 一 
个 更 抽象 的 理论 来 对 可 能 观察 到 的 结果 进行 建 模 的 人 员 ， 并且 他 们 会 提出 “假设 分 析 ”。 假 
设 使 用 不 同 的 方式 来 分 析 数 据 ， 结 果 如 何 ? 假设 改变 了 模型 ， 结 果 如 何 ? 因此 ， 此 处 的 “ 科 
学 家 ”还 包括 经 济 学 家 、 工 程 师 、 数 学 家 ， 以 及 其 他 通常 概念 下 的 科学 家 。 考 虑 到 潜在 的 数 
据 量 或 者 诸多 理论 模型 的 复杂 性 〈 非 线性 )， 使 用 计算 机 来 回答 上 述 问题 正 迅速 成 为 必需 。 

计算 机 硬件 的 进步 意味 着 可 以 以 越 来 越 快 的 速度 来 处 理 海量 的 数据 和 越 来 越 复 杂 的 模 
型 。 这 些 进 步 也 意味 着 成 本 的 降低 ， 从 而 使 得 今天 几乎 每 个 科学 家 都 能 够 使 用 个 人 计算 机 ， 
即 桌面 工作 站 或 者 笔记 本 电脑 ， 并 且 这 两 者 之 间 的 区 别 正 在 迅速 缩小 。 似 乎 也 可 以 假定 存在 
合适 的 软件 ， 使 得 这 些 “ 假 设 分 析 ” 问 题 能 够 很 容易 地 得 到 解答 。 然 而 ， 事 实 并 非 总 是 如 
此 。 一 个 明显 且 实 际 的 原因 在 于 ， 虽 然 硬 件 改进 有 着 巨大 的 市 场 ， 但 是 科学 家 只 占 很 小 的 一 
部 分 ， 因 此 几乎 没有 资金 激励 来 改进 科学 软件 。 但 对 于 科学 家 来 说 ， 这 个 问题 很 重要 ， 我 们 
需要 更 详细 地 研究 它 。 


1.1 科学 计算 软件 


在 我 们 具体 讨论 可 用 的 科学 计算 软件 之 前 ， 首 先 需 要 强调 的 是 所 有 计算 机 软件 都 分 两 种 
类 型 商用 软件 和 开源 软件 。 商 用 软件 是 由 商业 公司 提供 的 。 商 业 公司 需要 同时 支付 工资 和 
税收 ， 并 为 他 们 的 股东 提供 投资 回报 。 因 此 ， 商业 软件 产品 需要 收取 费用 ， 并且 为 了 保护 其 
资产 免 受 竞争 对 手 的 侵权 ， 他 们 不 会 告知 客户 其 软件 的 工作 原理 。 因 此 ， 最 终 用 户 几 乎 没有 
机 会 去 改变 或 者 优化 产品 以 满足 自己 的 使 用 要 求 。 由 于 工资 和 税收 是 经 常 性 支出 ， 因 此 公司 
需要 经 常 发 布 软件 更 新 和 改进 的 收费 通知 (丹麦 税 赋 效 应 )。 开 源 软件 则 免费 或 者 只 收取 少 
量 费用 (用 于 媒体 、 邮 资 等 )。 开 源 软 件 通 常 是 由 计算 机 行家 个 人 开发 的 ， 他 们 经 常 为 大 学 
或 者 类 似 的 组 织 工作 ， 为 同事 提供 服务 。 开 源 软件 基于 反 版 权 许 可 进行 发 布 。 反 版 权 许可 不 
给 予 任何 人 版 权 ， 也 不 允许 将 其 用 于 商业 利益 。 传 统 经 济 学 可 能 认为 开源 软件 的 范畴 应 该 低 
于 其 对 应 的 商用 软件 ， 否 则 商业 公司 就 会 失去 市 场 。 然 而 我 们 将 发 现 ， 事 实 上 并 非 如 此 。 

接 下 来 我们 需要 区 分 两 种 不 同类 型 的 科学 计算 软件 。 计 算 机 是 按照 极其 有 限 并 且 星 涩 
难 懂 的 指令 进行 操作 的 。 程 序 设 计 语 言 在 某 种 程度 上 是 人 类 语言 的 有 限 子 集 ， 通常 是 由 人 类 
编写 的 指令 序列 ， 由 计算 机 进行 阅读 和 理解 。 最 常用 的 语言 能 够 表达 非常 复杂 的 数学 概念 ， 
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但 是 学 习 曲 线 非常 陡峭 。 只 有 少数 语言 家 族 (如 C 语言 和 Fortran 语言 ) 被 广泛 接受 ,但 是 
它们 有 许多 不 同 的 实现 版 本 ， 如 Fortran77、Fortran90、Ansi C、C++ 等 。 编 译 器 将 人 类 编 
写 的 代码 翻译 成 机 器 代码 ， 进 而 对 速度 进行 优化 ， 然 后 进行 处 理 。 因 此 ， 它 们 相当 于 F 赛 
车 。F1 赛车 中 的 “佼佼 者 ”具有 惊人 的 速度 表现 ,但 驾驶 它们 并 不 容易 ， 需 要 大 量 的 训练 
和 经 验 。 注 意 ， 编 译 器 需要 软件 库 来 补充 ,这些 软 件 库 实现 了 常用 的 数值 处 理 算法 ， 以 及 用 
户 通常 所 需要 的 图 形 包 。 快 速 通用 的 库 程 序 包 通 常 是 昂贵 的 ， 尽 管 良好 的 公共 领域 程序 包 已 
经 开始 出 现 。 

通常 情况 下 ， 赛 车 并 不 是 去 超市 的 最 好 选择 ， 因 为 速度 并 不 是 最 重要 的 因素 。 同 样 ， 编 
译 语 言 并 不 总 是 适合 尝试 新 的 数学 思想 。 因 此 ， 对 于 计划 学 习 本 书 的 读者 而 言 ， 除 非 有 强制 
要 求 ， 否 则 直接 使 用 编译 器 可 能 没有 吸引 力 。 因 此 ， 我 们 来 考察 男 一 种 类 型 的 软件 ， 通 常 称 
为 “科学 计算 软件 包 ”。 商 用 软件 包 包 括 Mathematica 和 Matlab ， 与 其 相对 应 的 开源 软件 包 
fi Maxima, Octave, R 和 SciLab。 它 们 都 以 类 似 的 方式 运作 。 每 种 软件 都 提供 一 种 特有 的 
程序 设计 语言 ， 可 在 用 户 界 面 上 完成 输入 。 在 输入 了 一 组 连贯 的 语句 (通常 只 是 一 个 单独 的 
语句 ) 之 后 ， 软 件 包 自动 生成 等 效 的 核心 语言 代码 并 进行 动态 编译 。 因 此 ， 可 以 立即 向 用 户 
报告 错误 或 结果 。 这 种 类 型 的 软件 包 被 称 为 “解释 句 "， 老 读者 也 许 〈 可 能 市 有 复杂 的 感觉 ) 
会 想起 BASIC 语言 。 对 于 小 型 项 目 ， 与 全 编译 的 代码 相 比 其 慢 速 操作 方式 会 被 目前 微 处 理 
器 的 速度 所 掩盖 ， 然 而 在 处 理 大 型 任务 时 ， 其 速度 劣势 则 会 变 得 更 明显 。 

这 些 软件 包 具 有 吸引 力 的 原因 至 少 有 两 点 。 首 先是 处 理 数 据 的 能 力 。 例 如 ， 假 设 x 是 一 
个 实 变量 ， 并 且 存 在 一 个 (可 能 未 知 的 ) 函数 y(x)。 同 时 假设 对 于 x 的 离散 实例 的 有 序 集 忒 ， 
我 们 已 经 计算 出 相应 的 y 的 实例 的 集 了 7。 随 后， 使 用 类 似 于 plot (X，Y) 的 命令 ， 该 命令 会 
立即 在 屏幕 上 显示 出 完美 的 格式 化 图 形 。 事 实 上 ， 由 Matlab 生成 的 图 形 甚至 可 以 达到 出 版 
物 的 质量 要 求 。 第 二 个 优点 是 具有 一 些 商 用 软件 显而易见 的 功能 ， 包 括 代 数 和 分 析 功 能 ， 并 
且 还 可 以 将 这 些 功 能 与 数值 和 图 形 功能 结合 起 来 。 这 些 软件 包 的 缺点 是 命令 语言 的 古怪 语法 
和 有 限 的 表达 能 力 。 与 编译 语言 不 同 ， 使 用 这 些 软件 包 进 行程 序 设 计 通 常 十 分 困难 ， 因 为 软 
件 包 的 作者 并 没有 考虑 这 些 。 

最 好 的 商业 软件 包 非 常 易 于 使 用 ， 具 有 丰富 的 在 线 帮助 和 富有 条 理 的 文档 ， 这 些 都 是 对 
应 的 开源 软件 所 无 法 比拟 的 。 然 而 ， 商 业 软 件 包 的 一 个 主要 缺点 是 其 许可 证 所 收取 的 高 昂 价 
格 。 大 多 数 商 业 软 件 包 会 以 较 低 的 价格 提供 “学 生 版 ”以 便 鼓 励 学 生 熟 悉 该 软件 包 《〈 但 只 有 
在 那些 学 生 接受 全 日 制 教育 期 间 才 可 使 用 )。 其 实 这 种 慷慨 是 由 其 他 用 户 承 担 的 。 

让 我 们 总 绪 一 下 自身 所 处 的 环境 。 一 方面 ， 我 们 有 传统 的 用 于 数值 处 理 的 编译 语言 ， 这 
些 语言 非常 通用 、 非 常 快速 ,但 非常 难 学 ， 并 且 不 易 与 图 形 或 者 代数 过 程 交 互 。 男 一 方面 ， 
我 们 有 标准 的 科学 计算 软件 包 ， 这 些 软件 包 虽 然 擅长 将 数值 处 理 、 代 数 和 图 形 相 互 集成 ， 但 
速度 较 慢 ， 并 且 范 围 有 限 。 

一 个 理想 的 科学 计算 软件 包 应 该 具备 哪些 特性 呢 ? 可 能 包括 : 

1. 一 种 既 易 于 理解 又 具有 广泛 表达 能 力 的 成 熟 程序 设计 语言 ; 

2. 有 机 集成 代数 、 数 值 处 理 与 图 形 函 数 等 功能 ; 

3. 能 够 生成 以 速度 优先 运行 的 数值 算法 ， 其 速度 为 编译 语言 生成 的 数值 算法 中 速度 最 快 


的 数值 算法 的 数量 级 ; 

4. 具有 一 个 用 户 界面 以 提供 丰富 的 在 线 帮 助 和 完善 的 文档 说 明 ; 

5. 相关 教科 书 中 具有 丰富 的 扩展 内 容 ， 以 帮助 有 求知 欲 的 读者 深入 了 解 其 概念 ; 

6. 开源 软件 ， 人 免费 提供 ; 

7. 在 所 有 的 标准 平台 (如 Linux、Mac OS X, UNIX, Windows) 上 实现 ; 

8. 简洁 的 软件 包 ， 即 便 在 较 低 配置 的 硬件 上 也 可 以 实现 。 

不 幸 的 是 ,迄今 为 止 ， 还 没有 一 个 “科学 计算 软件 包 ” 能 很 好 地 满足 以 上 所 有 标准 。 

例如 ， 如 果 考 虑 代数 处 理 功能 要 求 ， 那 么 目前 有 两 个 成 熟 的 开源 软件 包 值得 考虑 ， 分 别 
是 wx-Maxima 和 Reduce， 二 者 都 具有 强大 的 代数 处 理 功 能 。 然 而 ，Reduce 不 满足 以 上 的 第 
4 个 标准 ， 并 且 二 者 都 不 满足 第 3 个 和 第 5 个 标准 。 不 过 ,在 经 验 丰富 的 用 户 手中 ， 它 们 都 
是 非常 强大 的 工具 。 通 过 附加 的 SymPy 库 〈 请 参见 第 7 章 )，Python 几乎 达到 了 代数 能 力 的 
高 标准 。SageMath 满足 了 上 面 列 出 的 除 最 后 一 条 外 的 所 有 标准 ， 它 完全 基于 Python 及 其 附 
加 组 件 ， 同 时 还 包括 wx-Maxima。 有 关 详 细 信 息 ， 请 参阅 第 7 章 。 因 此 ， 合 理 的 策略 是 先 
掌握 Python. 如果 Python 中 存在 的 少量 弱点 对 读者 的 工作 来 说 是 至 关 重 要 的 ， 那 么 就 去 研 
究 SageMath。 绝 大 多 数 科 学 家 将 在 Python 语言 中 找到 很 多 有 用 的 功能 。 

1991 年 ， 吉 多 范 罗 苏 姆 (Guido van Rossum) 创建 了 Python， 作 为 一 个 开源 的 、 与 平 
台 无 关 的 通用 程序 设计 语言 。 从 本 质 上 而 言 ，Python 是 一 种 非常 简单 的 程序 设计 语言 ， 包 
括 大 量 的 附加 模块 库 ， 以 及 对 底层 操作 系统 的 完全 访问 。 这 意味 着 它 可 以 管理 和 操作 基于 其 
他 (甚至 编译 的 ) 软件 包 构 建 的 程序 ， 即 它 是 一 种 脚本 语言 。 这 种 多 功能 性 导致 其 被 超级 用 
P (WERK) 以 及 真正 的 开发 者 队伍 采用 。 这 也 意味 着 它 对 科学 家 而 言 是 一 个 非常 强大 的 工 
具 。 当 然 ， 还 有 其 他 脚本 语言 ， 例 如 Java™ 和 Per， 但 是 它们 的 多 功能 性 和 用 户 基础 都 没 
有 满足 上 述 第 3 一 $ 个 标准 。 

十 年 前 ， 还 不 可 能 推荐 使 用 Python 进行 科学 计算 工作 。 开 发 人 员 队 伍 的 庞大 规模 意味 
着 存在 用 于 数值 和 科学 应 用 的 几 个 互 不 相 容 的 附加 组 件 。 幸 运 的 是 ， 理 性 占 了 上 风 ， 现 在 
只 有 一 个 数值 处 理 附 加 组 件 NumPy， 以 及 一 个 科学 计算 附加 组 件 SciPy， 开 发 人 员 围 绕 这 两 
个 组 件 完成 了 整合 。 当 编写 本 书 的 第 1 版 时 ，Python 中 用 于 代数 处 理 的 SymPy 库 正 处 于 快 
速 开发 阶段 ， 因 此 并 没有 将 SymPy 库 的 相关 知识 包含 在 书 中 。 虽然 SymPy 还 没有 完全 达到 
wx-Maxima 和 Reduce 的 能 力 ， 但 它 现在 已 经 可 以 可 靠 地 处 理 许多 代数 任务 。 


1.2 ”本 书 的 规划 


本 书 特意 写 得 短小 精 悍 ， 则 在 向 科学 家 们 展示 使 用 Python 实现 和 测试 相对 复杂 的 数学 
算法 的 便捷 性 。 我 们 特意 侧重 于 采用 简洁 的 方法 来 全 面 覆盖 相关 知识 ， 目 的 是 让 好 奇 的 读者 
尽快 上 手 。 我 们 的 目标 是 为 读者 建立 一 个 处 理 许多 基本 (其 实 并 不 简单 的 ) 任务 的 完善 框架 。 
显然 ， 大 多 数 读者 都 需要 针对 其 特定 的 研究 需求 来 进一步 深入 研究 这 些 技术 。 但 阅读 完 本 书 
后 ， 读 者 应 该 能 打下 一 个 坚实 的 基础 。 

本 章 和 附录 A 将 讨论 如 何 构 建 Python 科学 计算 环境 。 原 始 的 Python 解释 器 非常 基础 ， 
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其 替代 品 [Python 则 更 加 易于 使 用 ， 并 且 具 有 更 加 强大 和 多 样 化 的 功能 。 第 2 章 将 致力 于 采 
用 动手 操作 的 实践 方法 来 讨论 Python, 

本 书后 续 章 节 的 内 容 如 下 。 在 介绍 每 个 新 特性 时 ， 我 们 首先 试图 通过 简单 的 基本 示例 来 
描述 ， 并 在 适当 情况 下 通过 更 深入 的 问题 来 阐述 。 作 者 并 不 能 提前 预见 每 一 个 潜在 读者 的 数 
学 知识 水 平 ， 但 在 后 续 章 节 中 ， 我 们 将 假定 读者 对 基本 微 积分 (例如 一 阶 泰勒 级 数 ) 有 所 了 
解 。 然 而 ， 对 于 这 些 扩展 问题 ， 我 们 将 简 述 理解 它们 所 需 的 背景 知识 ， 并 为 进一步 阅读 提供 
适当 的 参考 。 

第 3 章 对 核心 Python 语言 中 科学 家 可 能 最 感 兴趣 的 那些 方面 进行 了 简单 但 相当 全 面 的 
概述 。Python 是 一 种 面向 对 象 的 语言 ， 自 然 适合 面向 对 象 的 程序 设计 (OOP)， 但 这 可 能 是 
大 多 数 科学 家 所 不 熟悉 的 。 我 们 将 稍微 涉及 面向 对 象 程序 设计 的 主题 。 我 们 将 指出 3.5 节 中 
引入 的 容器 对 象 在 C 语言 或 者 Fortran 语言 中 并 没有 精确 的 类 比 。 同 样 ， 在 3.9 节 中 对 
Python 类 的 简要 介绍 可 能 对 这 两 个 语言 族 的 用 户 来 说 并 不 熟悉 。 此 章 最 后 给 出 了 埃 拉 托 色 
尼 筛 选 法 〈Sieve of Eratosthenes 算法 ) 的 两 个 实现 ， 这 是 一 个 经 典 的 问题 : 枚 举 所 有 小 于 给 
定 整 数 n 的 素数 SS。 一 个 简单 的 实现 需要 17 行 代码 ， 但 是 一 旦 4a>105， 执 行 时 间 就 会 非常 
长 。 然 而 ， 稍 作 思 考 并 且 使 用 已 经 描述 的 Python 特性 ， 便 可 实现 一 个 更 短 的 13 行 代码 的 程 
序 ， 它 的 运行 速度 快 3000 信 。 但 是 一 旦 n>10°, RARRAH (在 我 的 笔记 本 电脑 上 )。 这 
个 练习 的 重点 在 于 ， 选 择 正 确 的 方法 (Python 经 常 提供 很 多 方法 ) 是 Python 数值 计算 成 功 
的 关键 。 

第 4 章 将 通过 附加 模块 NumPy 来 扩展 核心 Python 语言 ， 以 实现 对 实数 和 复数 的 高 效 
处 理 。 在 底层 使 用 隐藏 的 C/C++ 过程 ， 并 以 接近 编译 语言 的 速度 来 执行 重复 任务 。 其 重点 
是 使 用 向 量化 的 代码 ， 而 不 是 基于 传统 的 for 循环 或 者 do 循环 结构 。 向 量化 代码 听 起 来 很 
复杂 ， 但 正如 我 们 将 要 展示 的 ， 它 比 传统 的 基于 循环 的 方法 更 容易 编写 。 这 里 我 们 也 将 讨 
论 数据 的 输入 和 输出 。 首 先 ， 我 们 讨论 NumPy 如 何 读 取 和 写 入 文本 文件 (适合 人 大工 阅读 的 
数据 ) 及 二 进 制 数据 。 其 次 ， 我 们 略微 涉及 数据 分 析 。 我 们 还 将 总 结 各 种 函数 ， 并 简要 介绍 
Python 的 线性 代数 功能 。 最 后 ,我们 更 简要 地 概述 另 一 个 附加 模块 SciPy， 它 极 大 地 扩展 了 
NumPy 的 应 用 范围 。 

第 5 章 将 介绍 附加 模块 Matplotlib。 该 模块 受 Matlab 软件 包 中 引 人 注 目的 图 形 功能 的 
启发 ， 目 的 是 对 二 维 (x, y) 绘图 进行 仿真 或 者 改进 。 事 实 上 ， 本 书后 续 章 节 中 的 图 形 基本 
上 都 是 使 用 Matplotlib 绘制 的 。 通 过 一 系列 的 示例 来 说 明 其 功能 之 后 ， 我 们 将 使 用 一 个 扩 
展 的 示例 来 结束 此 章 ， 该 示例 包含 功能 齐全 的 49 行 代码 ， 用 于 计算 并 生成 曼 德 尔 布 罗 特 集 
(Mandelbrot set) 的 高 清晰 度 绘图 。 

第 6 章 将 讨论 扩展 到 三 维 图 形 的 难点 ， 例 如 几何 面 z=z(x, y) 的 绘制 。 从 某 种 程度 而 言 ， 
可 以 使 用 Matplotlib 模块 来 处 理 ， 但 对 于 更 一 般 的 情况 ， 则 需要 调用 Mayavi 附加 模块 ， 此 
章 将 简单 介绍 该 模块 ， 同 时 给 出 一 些 示例 代码 。 如 果 使 用 这 样 的 图 形 是 读者 的 主要 兴趣 所 
在 ,那么 需要 进一步 研究 这 些 模 块 。 


日 ”这 一 章 对 整数 算法 有 所 限制 ， 这 是 因为 我 们 对 Python 的 论述 还 没有 涉及 如 何 有 效 地 处 理 涉 及 实数 或 者 复 
数 的 严格 计算 。 


œ 
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最 后 一 个 介绍 性 章节 (第 7 章 ) 将 展示 SymPy 的 代数 功能 ， 尽 管 它 存在 局 限 性 ， 但 是 
读者 可 能 会 收获 惊喜 。 

如 果 读 者 已 经 具备 一 些 Python 的 经 验 知识 ,那么 当然 可 以 跳 过 这 些 章节 的 部 分 内 容 。 
然而 ， 这 些 章节 的 主旨 在 于 实际 操作 的 方法 。 因 此 强烈 鼓励 读者 尝试 运行 相关 的 代码 片段 9。 
一 旦 读者 理解 了 这 些 代码 ， 便 可 以 通过 修改 它们 来 加 深 理 解 。 这 些 “ 黑 客 ” 实 验 (“hacking” 
experiment) 取代 了 传统 教科 书 中 所 包含 的 练习 。 

ERAH S Python 为 增强 科学 家 的 计算 机 经 验 而 提供 的 基本 工具 。 接 下 来 的 章节 
将 包含 哪些 内 容 呢 ? 

上 述 章节 的 明显 遗漏 之 处 在 于 没有 涵盖 广泛 的 数据 分 析 主 题 ( 仅 在 4.5 节 简 短 曾 述 )。 

1. 最 近 出 现 了 一 个 叫 作 Pandas 的 附加 模块 ， 该 模块 使 用 NumPy 和 Matplotlib 来 解决 数 
据 分 析 的 问题 ， 而 且 它 带 有 详细 且 全 面 的 文档 (这 在 4.5 节 中 进行 了 描述 )。 

2. Pandas 模块 的 作者 之 一 写 了 一 本 书 (McKinney ( 2012 ) )， 该 书 概述 了 IPython, NumPy 
和 Matplotlib ， 并 详细 阐述 了 Pandas 应 用 程序 。 

3. 这 不 是 我 的 工作 领域 ， 因 此 只 会 改 述 源 代 码 。 

因此 ， 我 选择 专注 于 科学 家 的 建 模 活 动 。 一 种 方法 是 只 针对 生物 信息 学 、 宇 宙 学 、 唱 体 
学 、 工 程 学 、 流 行 病 学 或 金融 数学 等 某 一 门 学 科 中 的 问题 。 事 实 上 ， 本 书 的 前 半 部 分 内 容 可 
以 入 生出 一 系列 书籍 ， 如 “面向 生物 信息 学 的 Python ”等 。 男 一 种 不 那么 奢侈 但 更 有 效 的 
方法 ( 即 本 书后 半 部 分 采用 的 方法 ) 是 针对 上 述 所 有 领域 (以 及 更 多 领域 ) 。 这 依赖 于 数学 的 
统一 性 : 在 某 个 领域 中 的 问题 一 旦 简化 到 核心 无 量 纲 形 式 后 ， 往 往 看 起 来 与 男 一 个 领域 中 简 
化 到 无 量 纲 形式 的 问题 相 类 似 。 

这 种 特性 可 以 通过 下 面 的 例子 来 说 明 。 在 种 群 动态 学 中 ， 我 们 可 能 研究 一 个 单 物 
种 ， 它 的 种 群 数量 NT) 依赖 于 时 间 7。 给 定 充足 的 食物 供应 ,我 们 可 能 期 望 指数 增长 dN/ 
d7=kN(T)， 其 中 生长 常量 k 具 有 维 数 1/T。 然 而， 这 种 增长 通常 存在 限制 。 包 含 这 些 的 简单 
RAE “ERT HTT FE” (logistic equation), 


dN 
ap P= ANT MN - NT) (1-1) 


它 允 许 一 个 稳定 的 常数 种 群 N(T)=No。 许 多 教科 书 中 对 这 一 方程 的 生物 学 背景 进行 了 讨 
论 ， 如 Murray (2002), 
在 ( 同 质 球 型 对 称 ) 宇宙 学 中 ， 密 度 参数 8 依赖 于 尺度 因子 a: 


dQ a) 
eB ieee (1-2) 


其 中 只 通 稍 假 设 为 常量 。 
目前 数学 生物 学 和 宇宙 学 没有 太 多 的 共同 之 处 ， 但 很 容易 看 出 式 (1-1) 和 式 (1-2) 代 
表 相 同 的 方程 。 假 设 我 们 使 用 比例 二 kNoT 来 缩放 方程 (1-1 ) 中 的 自 变 量 7， 从 而 得 到 一 个 


日 本 书 中 的 所 有 代码 都 可 以 从 下 列 网 址 免费 获得 ; http://www.cambridge,org/PfS2 ; 当然 ， 非 常 短 的 代码 片 
段 除外 (也 不 包括 代码 片段 相关 的 文本 解释 )。 
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新 的 无 量 纲 的 时 间 坐 标 刀 同样 ， 我 们 引入 无 量 纲 变量 *=MWNo， 从 而 使 得 方程 (1-1 ) 成 为 
边 辑 斯 谤 方程 。 
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在 一 般 的 相对 性 理论 中 ， 没 有 任何 理由 去 选择 或 者 偏向 某 一 种 时 间 坐 标 。 因 此 ， 我 们 
可 以 选择 一 个 新 的 时 间 坐 标 1 : a=e"*”。 然 后 设置 x*=Q， 我 们 将 看 到 方程 ( 1-2 ) 也 简化 
为 方程 (1-3 )。 因 此 ， 相 同 的 方程 可 以 在 许多 不 同 的 领域 出 现 9。 在 第 8 一 10 章 中 ， 为 了 简 
洁 明 了 ， 我 们 将 使 用 类 似 方程 (1-3) 的 极 小 方程 。 如 果 读 者 所 要 解决 的 问题 的 最 简 形 式 与 
上 述 代 码 片 段 类 似 ， 则 很 自然 可 以 套用 这 段 代 码 ， 以 处 理 求解 的 问题 所 对 应 的 原本 元 长 的 
代码 。 

第 8 章 将 讨论 涉及 常 微分 方程 的 四 类 问题 。 我 们 首先 简要 介绍 解决 初 值 问 题 的 技术 ， 然 
后 给 出 若干 示例 ， 包 括 两 个 经 典 的 非 线 性 问题 ， 范 德 波 东 振 荡 器 和 洛 伦 兹 方程 。 接 下 来 ， 
我 们 将 考察 两 点 边 值 问 题 ， 并 研究 线性 Sturm-Liouville 特征 值 问题 ， 以 及 一 个 有 关 非 线性 
Bratu 问题 的 拓展 练习 。 延 迟 微分 方程 在 控制 理论 和 数学 生物 学 中 经 常 出 现 ， 例 如 逻辑 斯 谤 
方程 和 麦克 - 格拉 斯 ( Mackey-Glass) 方程 ， 因 此 下 一 节 将 讨论 它们 的 数值 求解 方法 。 在 这 
一 章 的 最 后 ， 我 们 将 简要 介绍 随机 微 积分 方程 和 随机 常 微 分 方程 。 特 别 是 ， 我 们 将 讨论 一 个 
与 金融 数学 中 的 布莱克 - 斯 克 尔 斯 (Black-Scholes) 方程 紧密 相关 的 简单 例子 。 

这 里 还 将 介绍 两 个 与 科学 家 相关 的 重要 Python 主题 。 第 一 个 主题 是 如 何 租 入 使 用 其 他 
语言 编写 的 代码 ， 这 包括 两 个 方面 的 内 容 : 重用 现 有 的 遗留 代码 (通常 用 Fortran 编写 ; 
@@ 如 果 性 能 分 析 器 表明 程序 代码 执行 速度 受 若干 Python 函数 的 影响 而 严重 减 慢 ， 如 何 重 新 
使 用 Fortran 或 者 C 语言 编写 并 替换 这 些 “ 惹 是 生 非 ” 的 函数 ? 第 二 个 主题 是 科学 计算 用 户 
如 何 能 够 有 效 使 用 Python 的 面向 对 象 程序 设计 (OOP) 特性 ? 

第 9 章 通 过 一 个 扩展 的 例子 来 解决 第 一 个 主题 。 我 们 首先 了 解 如 何 使 用 伪 谱 方法 来 解 
决 由 偏 微分 方程 支配 的 大 量 演化 问题 ， 即 初始 值 或 者 初始 边 值 问题 。 为 了 简洁 起 见 ， 我 们 只 
讨论 涉及 一 个 时 间 维 度 和 一 个 空间 维度 的 问题 。 这 里 我 们 将 阐述 周期 性 空间 相关 性 的 问题 可 
以 使 用 傅 里 叶 方 法 非常 有 效 地 进行 处 理 ， 但 对 于 更 一 般 的 问题 ， 则 需要 使 用 切 比 雪夫 变换 。 
然而 在 这 种 情况 下 ， 还 没有 令 人 满意 的 Python 黑 盒 可 用 。 而 事实 上 ， 必 要 的 工具 已 经 在 传 
统 的 Fortran77 代码 中 编写 实现 。 附 录 B 中 列 出 了 这 些 功能 ， 并 且 我 们 将 展示 如 何 用 极 少 的 
Fortran77 知识 来 构造 速度 极 快 的 Python 函数 以 完成 所 需 的 任务 。 我 们 的 方法 依赖 于 NumPy 
f2py 工具 ， 而 它 包含 在 所 有 推荐 的 Python 发 布 版 本 中 。 如 果 读 者 对 重用 先前 存在 的 遗留 代 
码 感 兴趣 ， 那 么 即使 这 一 章 处 理 的 示例 与 读者 面临 的 问题 无 关 ， 也 值得 研究 。 有 关 f2py 的 
其 他 用 途 ， 请 参阅 1.3 节 。 

从 科学 家 的 角度 来 看 ， 面 向 对 象 程序 设计 最 有 用 的 特征 之 一 是 类 的 概念 。 类 存在 于 
C++ (而 不 是 C) 和 Fortran90 及 其 后 版 本 (而 不 是 Fortran77 ) 中 。 然 而 ， 这 两 种 语言 的 实 
现 都 十 分 复杂 ， 因 此 通常 初级 程序 员 往 往 会 回避 使 用 。 相 比 之 下 ，Python 的 实现 要 简单 得 


O 这 个 例子 被 选 为 一 个 教学 实例 。 如 果 指 定 初始 值 x0)=xo， 则 精确 解 为 x(1)=xo/[xot(1-xo)e ]。 在 当前 上 下 
MHP, x20, MR xz 关 1， 那 么 当 ! 增 大 时 ， 所 有 的 解 单 调 趋向 于 常数 解 二 1。 具 体 请 参见 8.5.3 节 。 


TTL F 


多 ， 而 且 更 加 友好 ， 代 价 是 省 略 了 其 他 语言 实现 的 一 些 更 神秘 的 特性 。 我 们 在 3.9 节 中 对 
其 语法 进行 了 简要 介绍 。 然 而 在 第 10 章 ， 我 们 将 给 出 一 个 更 加 实用 的 例子 : 使 用 多 重 网 格 
( multigrid) 来 求解 任意 维 数 的 椭圆 型 偏 微分 方程 ， 尽 管 为 了 简明 起 见 ， 示 例 代 码 是 针对 二 
维 网 格 的 。 多 重 网 格 目前 是 一 个 经 典 问题 ， 其 最 佳 描述 是 使 用 递归 方式 进行 定义 ， 因 此 我 们 
将 使 用 若干 篇 幅 来 描述 它 ， 至 少 能 概述 清楚 。 先 前 存在 的 遗留 代码 相当 复杂 ， 因 为 作者 需要 
用 不 支持 递归 的 语言 (例如 ，Fortran77 ) 来 模拟 递归 。 当 然 ， 我 们 可 以 使 用 第 9 章 中 阐述 的 
f2py 工具 来 实现 这 个 人 代码。 此外， 我 们 也 可 以 使 用 Python 类 和 递归 来 构造 一 个 简单 的 多 重 
网 格 代 码 。 作 为 一 个 具体 实例 ， 我 们 使 用 了 Press 等 (2007) 中 对 应 章节 内 的 样本 问题 ， 以 
便 感 兴趣 的 读者 可 以 比较 非 递 归 方 法 和 面向 对 象 的 方法 。 如 果 读 者 对 多 重 网 格 并 没有 特别 的 
兴趣 ， 但 确实 关注 涉及 关联 数学 结构 的 问题 ， 并 且 这 些 问题 经 常 出 现在 诸如 生物 信息 学 、 化 
学 、 流 行 病 学 和 固态 物理 学 等 领域 ,那么 理所当然 应 该 仔细 阅读 最 后 这 一 章 ， 以 了 解 如 何在 
数学 上 精确 地 解释 问题 ， 进 而 轻松 地 构造 Python 代码 来 求解 问题 。 


1.3 Python 能 与 编译 语言 竞争 吗 


对 Python 及 其 科学 计算 软件 包 最 常见 的 批评 是 它们 在 处 理 复杂 的 实际 问题 时 与 编译 代 
码 相 比 速度 太 慢 。 注 重 运 行 速度 的 读者 可 能 需要 了 解 最 近 的 一 项 研究 8， 即 通过 各 种 方法 来 
应 对 简单 的 “数字 处 理 ” 问 题 。 虽 然 其 最 后 的 结果 图 是 在 单个 处 理 器 上 处 理 一 个 特定 问题 ， 
但 它们 确实 给 出 了 性 能 上 “大 致 正确 ”的 印象 。 他 们 使 用 完全 编译 的 C++ 程序 来 解决 这 个 
问题 ， 并 将 其 速度 作为 一 个 基准 。 使 用 第 3 章 所 述 技术 ( 即 核心 Python 技术 ) 的 解决 方案 
速度 慢 了 约 700 倍 。 一 旦 读者 使 用 浮 点 模块 NumPy 和 第 4 章 中 描述 的 技术 ， 代 码 速度 便 
会 慢 大 约 10 倍 左右 ， 并 且 与 Matlab 的 性 能 估计 差不多 一 致 。 然 而 ， 正 如 研究 指出 的 ， 有 
很 多 方法 可 以 将 Python 加 速 到 C++ 性 能 的 80% 左右 。 其 中 一 些 实践 在 计算 机 科学 中 卓 有 
成 效 。 

特别 是 ， 存 在 一 个 对 科学 家 非常 有 用 的 工具 : f2py。 我 们 将 在 第 9 章 中 详细 讨论 
f2py， 阐 述 如 何 重用 传统 的 Fortran 遗留 代码 。 它 还 可 以 用 于 访问 标准 的 Fortran 库 ， 例 如 
NAG 库 9。 另 一 个 用 途 是 加 速 NumPy 代码 ， 从 而 提高 性 能 。 为 了 了 解 其 工作 原理 ， 假 设 我 
们 已 经 开发 了 一 个 程序 (例如 本 书后 面 几 节 中 描述 的 那些 程序 )， 程 序 使 用 了 大 量 的 函数 ， 
每 个 函数 执行 一 个 简单 的 任务 。 这 个 程序 运行 正常 ， 但 速度 慢 得 令 人 无 法 接受 。 注 意 ， 可 以 
直接 获取 Python 代码 所 需 的 详细 的 时 间 性 能 数据 。Python 包括 一 个 可 以 在 工作 程序 上 运行 
的 “性 能 分 析 器 ”( profiler) 。“ 性 能 分 析 器 ” 按 执行 函数 所 花费 的 时 间 顺 序 来 输出 函数 的 详 
细 列 表 。“ 性 能 分 析 器 ”的 使 用 非常 便捷 ， 具 体 请 参见 2.5 节 。 通 常 ， 会 存在 一 到 两 个 函数 ， 
它们 耗费 很 长 的 时 间 来 执行 简单 的 算法 。 

这 就 是 f2py 的 切入 点 。 因 为 函数 很 简单 ， 即 使 初学 者 也 可 以 很 快 创建 等 价 语言 ( 例 
如 ，Fortran77 或 者 Ansi C) 的 代码 。 此 外 ， 因 为 我 们 所 编码 的 内 容 十 分 简单 ， 所 以 不 需要 


© mB http://wiki.scipy.org/PerformancePython. 
© #2 http://www.nag.co.uk/doc/TechRep/pdf/TR1_08.pdf- 
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对 应 语言 (例如 ，Fortran95 RA C++) 的 高 级 功能 (这 些 需 要 花费 精力 去 学 习 )。 接 下 来 ， 
我 们 使 用 £2py 工具 将 代码 封装 在 Python MAP, FPR MRA Python 程序 内 。 只 要 有 一 
点 经 验 ， 我 们 就 可 以 达到 与 完全 使 用 其 他 语言 (例如 ，Fortran95 ) 编写 的 程序 相同 的 运行 
速度 。 


14 本 书 的 局 限 性 


全 面 阐述 Python 及 其 各 个 分 文 需要 大 量 的 篇 幅 ， 而 且 在 成 书 之 前 也 许 就 已 经 过 时 了 。 
因此 ， 本 书 的 目标 是 为 读者 提供 一 个 起 点 ， 使 读者 掌握 如 何 使 用 基本 的 附加 软件 包 。 一 旦 敬 
握 了 一 些 有 关 Python 应 用 的 经 验 知识 ， 就 可 以 进一步 探索 感 兴趣 的 领域 了 。 

我 自己 也 意识 到 本 书 未 能 涉及 一 些 非 常 重要 的 概念 ， 例 如 ， 双 曲 问题 的 有 限 体积 方法 、 
并 行 编程 和 实时 图 形 等 ，Python 可 以 有 效 地 应 用 于 这 些 领域 。 在 科学 研究 的 前 沿 有 一 支 非常 
强大 的 Python 开发 者 队伍 ， 通 过 互联 网 很 容易 访问 他 们 的 工作 成 果 。 请 读者 把 本 书 看 作 通 
往 科 学 研究 前 线 的 交通 工具 吧 。 


1.5 安装 Python 和 附加 软件 包 


Matlab 和 Mathematica 的 用 户 习 惯 于 使 用 定制 的 集成 开发 环境 (IDE)。 在 启动 屏幕 中 ， 
用 户 可 以 使 用 内 置 编辑 器 审阅 人 代码， 编写、 编辑 和 保存 代码 片段 ， 并 运行 具体 的 程序 。 由 于 
操作 系统 Mac OS X 和 大 多 数 Linux 版 本 事实 上 都 包含 核心 的 Python 版 本 ， 因 此 许多 计算 
机 人 员 和 其 他 经 验 丰 富 的 黑客 会 告诉 用 户 ， 安 装 额 外 的 软件 包 是 一 件 很 简单 的 事情 ， 而 且 用 
户 可 以 在 短 短 一 小 时 内 开始 编码 ， 从 而 弥补 了 一 些 相 对 于 IDE 的 劣势 。 

不 幸 的 是 ， 专 家 们 的 观点 是 错误 的 。 本 书 中 涉及 的 Python 系统 会 将 语言 运行 到 极限 ， 
因此 所 有 的 附加 软件 包 必 须 彼此 兼容 。 与 许多 其 他 作者 一 样 ， 我 本 人 也 经 历 了 数 小 时 的 挫折 
来 尝试 专家 们 的 策略 。 请 读者 阅读 附录 A， 以 节省 时 间 和 精力 。 基 于 上 述 原 因 ， 附 录 A 主 
要 针对 初学 者 。 

当然 ， 这 里 也 包含 一 定 的 争议 和 困扰 (尽管 不 多 且 不 太 严 重 )。 那 么 权衡 之 计 是 什么 呢 ? 
如 果 读 者 遵循 附录 A 中 建议 的 路 线 ， 则 最 终 会 拥有 一 个 无 缝 工作 的 系统 。 由 于 原始 的 Python 
解释 器 确实 不 那么 友好 ， 因 此 所 有 的 IDE 提供 商都 提供 了 一 个 “Python Mist", 但 是 他 们 声 
称 所 提供 的 需求 已 经 被 增强 的 解释 器 IPython 所 取代 。 实 际 上 ， 在 其 最 新 版 本 中 ，IPython 希 
望 超越 Matlab、Mathematica， 以 及 商业 IDE 中 与 Python 相关 的 功能 。 特 别 是 ， 其 允许 用 户 
使 用 自己 喜欢 的 编辑 器 ， 而 不 是 他 们 的 编辑 器 ， 并 且 根 据 用 户 的 需要 定制 命令 。 附 录 A 和 
第 2 章 中 将 阐述 这 些 内 容 。 


© ”基于 Fortran 的 著名 Clawpack 包 ( http://depts.washington.edu/clawpack) 已 经 从 Matlab 切换 到 Python Mat- 
plotlib 以 获得 图 形 支 持 。 
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IPython 字面 上 很 像 一 款 Apple® 公司 开发 的 软件 ， 但 实际 上 它 是 一 个 强大 的 Python 解 
释 器 。 它 由 科学 家 们 设计 和 编写 ， 目 的 是 以 最 少 的 键入 工作 来 完成 快速 的 代码 探索 和 构造 任 
务 ， 并 在 需要 时 提供 适当 (甚至 最 多 ) 的 屏幕 在 线 帮 助 。 有 关 文 档 等 的 更 多 信息 请 参见 对 应 
网 站 9。 本 章 简要 介绍 Python 的 基本 使 用 要 点 。 更 加 详细 的 描述 请 参见 其 他 书籍 ， 例 如 
Rossant ( 2015 )。 

在 本 章 中 ， 我 们 将 集中 讨论 了 Python 的 笔记 本 (notebook) 模式 和 终端 (terminal) 模式 ， 
并 且 假 设 读者 已 经 构建 了 A.2 节 和 A3 节 中 所 描述 的 环境 。 在 我 们 开始 实际 示例 之 前 ， 请 心 
急 的 读者 先 忍 耐 片 刻 。2,1 节 讨 论 的 Tab 键 代码 自动 补 全 功能 是 最 大 程度 减少 按键 次 数 的 非 
同 寻常 但 有 效 的 方法 ，2.2 节 讨 论 的 自省 特性 将 展示 如 何 快 速生 成 相关 内 联 信息 ， 而 不 需要 
停 下 来 查阅 手册 。 


2.1 Tab 键 代码 自动 补 全 功能 


在 使 用 [Python 解释 器 时 ， 任 何 时候 都 可 以 使 用 Tab 键 代码 自动 补 全 功能 。 这 意味 着 ， 
无 论 何 时 开始 在 命令 行 或 者 单元 格 中 键入 与 Python 相关 的 名 称 ， 我 们 都 可 以 暂停 并 按 下 
Tab 键 ， 以 查看 在 此 上 下 文中 与 已 经 键入 的 字符 相 一 致 的 可 用 名 称 列表 。 

例如 ， 假 设 我 们 需要 键 人 import matplotlib®. REA i 然后 按 Tab 键 将 显示 15 个 可 
用 的 代码 自动 补 全 项 。 通 过 观察 ， 发 现 其 中 只 有 一 个 的 第 2 个 字母 为 m， 因 此 再 键入 m 然后 按 
Tab 键 将 完成 import 关键 字 的 输入 。 将 此 扩展 为 import m 然后 按 Tab g£, 将 显示 30 种 列表 
选项 ， 通 过 观察 ， 我 们 需要 通过 键入 import matp 然后 按 Tab 键 来 完成 所 需 代码 行 的 输入 。 

上 述 例 子 显 得 有 些 做 作 。 但 是 存在 一 个 使 用 Tab 键 代码 自动 补 全 功能 的 更 加 迫切 的 原 
因 。 在 开发 代码 时 ， 我 们 倾 加 于 为 变量 、 肾 数 等 使 用 短 名 称 (为 了 偷懒 )。( 在 Fortran 的 早 
期 版 本 中 ， 名 称 的 确 被 限制 为 6 个 或 者 8 个 字符 ， 但 现在 长 度 可 以 是 任意 的 。) EY PR E 
意义 不 明确 ， 其 潜在 的 危险 是 当 6 个 月 后 我 们 重新 查看 代码 时 ， 代 码 的 意图 可 能 不 再 显 而 易 
见 。 通 过 使 用 任意 长 度 的 有 意义 的 名 称 ， 我 们 可 以 避免 这 个 陷阱 。 而 且 由 于 Tab 键 代 码 自 动 
补 全 功能 ， 整 个 长 名 称 的 输入 也 只 需 一 次 按键 。 


2.2 自省 
IPython 能 够 检查 几乎 任何 Python 构造 (包括 其 自身 )， 并 为 开发 人 员 提 供 其 选择 的 任 


O 网 站 请 参见 www.ipython.org. 
© Matplotlib 是 科学 图 形 的 重要 组 成 部 分 ， 是 第 5 章 讨论 的 主题 。 
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何 可 用 信息 报告 。 该 功能 被 称 为 自省 (introspection)。 它 是 由 单个 字符 (问号 ， 即 “?”) 进 
行 访问 的 。 理 解 自省 最 简单 的 方法 是 使 用 这 项 功能 ， 所 以 建议 读者 打开 [Python 解释 器 。 

读者 应 该 使 用 哪 种 模式 呢 ? 终端 模式 还 是 笔记 本 模式 ? 初学 者 应 该 从 终端 模式 开始 ( 参 
RAZ 节 中 的 描述 )， 以 避免 过 高 的 复杂 度 。 直 到 2.5 节 ， 我 们 将 一 直 采 用 这 种 方式 ， 因 为 其 
中 涉及 的 代码 段 非常 短 。 如 果 用 户 选 择 使 用 终端 模式 ， 则 在 命令 行 窗 口中 键入 ipython, 
然后 按 回 车 键 。IPythom 将 予以 响应 并 显示 一 长 段 标题 ， 接 着 显示 以 “Ia [1] : ”标注 开始 
的 用 户 输入 行 。 接 下 来 就 是 [Python 解释 需 环 境 ， 读 者 可 以 尝试 键入 自省 功能 : 在 输入 行 键 
人?， 然 后 按 回 车 键 。( 注 意 ， 在 IPython 终端 模式 下 ， 按 回 车 键 意味 着 实际 执行 当前 行 中 的 
命令 -) IPython 以 页 面 方式 了 予以 响应 并 显示 所 有 可 用 功能 一 览 。 退 出 这 个 命令 后 ， 键 和 人命 
& quickref (提示 : 可 以 使 用 Tab 键 代码 自动 补 全 功能 ) 将 显示 一 个 更 简洁 的 版 本 。 强 烈 
推荐 读者 仔细 研究 上 述 显示 的 两 份 帮助 文档 内 容 。 

[Python 笔记 本 用 户 则 需要 使 用 稍微 不 同 的 命令 。 在 调用 笔记 本 程序 (详细 内 容 请 参阅 
A.2.2 节 ) 之 后 ， 呈 现在 用 户 面 前 的 是 一 个 未 编号 的 单行 空白 单元 格 。 当 用 户 尝试 在 输入 行 
中 键入 自省 字符 ? 后， 此 时 按 回 车 键 将 仅仅 在 单元 格 中 增加 一 个 新 的 行 。 为 了 执行 单元 格 中 
的 命令 ， 则 需要 同时 按 Shift+ 回 车 键 (执行 命令 ， 同 时 在 当前 单元 格 下 面 创建 一 个 新 的 单元 
格 )， 或 者 同时 按 Ctrl+ 回 车 键 (仅仅 执行 命令 )。 而 输出 (长 长 的 功能 一 览 ) 则 出 现在 屏幕 底 
部 的 可 滚动 窗口 中 ， 通 过 点 击 右 上 角 的 x 按钮 可 以 关闭 该 窗口 。 键 人 命令 quickref (提示 : 
可 以 使 用 Tab 键 代 码 自动 补 全 功能 )， 然 后 同时 按 Ctrl+ 回 车 键 将 显示 一 个 更 简洁 的 版 本 。 再 
次 强烈 推荐 读者 仔细 研究 上 述 显 示 的 两 份 帮 助 文档 内 容 。 

然而 ， 科 学 家 们 往往 是 时 间 宝 贵 的 群体 ， 本 章 的 目 的 是 帮助 他 们 开始 使 用 最 有 用 的 特 
征 。 因 此 ， 我 们 需要 输入 一 些 Python A, W FODRER ERRE, KAA TE 3 
章 和 第 4 章 的 内 容 。 同 样 ， 对 于 笔记 本 或 者 控制 台 模 式 ， 操 作 过 程 略 有 不 同 。 

使 用 [Python 笔记 本 的 用 户 应 该 将 每 个 代码 框 中 的 代码 行 或 者 片段 键入 到 一 个 单元 格 
中 。 然 后 可 以 通过 按 Ctrl+ 回 车 键 或 者 Shift+ 回 车 键 执行 代码 。 使 用 终端 模式 的 读者 应 该 逐 
行 地 输入 代码 中 的 代码 行 或 者 代码 片段 ， 并 通过 按 回 车 键 来 完成 每 一 行 的 输入 。 

例如 ， 请 键入 如 下 代码 : 





前 两 行 表示 a 引用 一 个 整数 , b 引用 一 个 浮 点 数 。Python 使 用 工程 师 的 约定 : V-1=j ( 数 
学 家 可 能 更 喜欢 \-1=i)。 然 后 c 引 用 一 个 复数 3。 在 第 5 行 中 分 别 键入 a、b 和 ic, 将 


O 这 是 基于 UNIX 的 less 程序 的 功能 。 为 了 更 有 效 地 使 用 它 ， 读 者 只 需要 了 解 四 个 命令 : 空格 键 显示 下 一 
屏 内 容 ; Pb 键 显示 前 一 屏 内 容 ; h 键 显示 帮助 屏幕 内 容 ， 包 括 less 程序 常用 命令 ; 9 键 表示 退出 。 

© 注意 在 代码 片段 中 ,5 和 j 之 间 没 有 乘法 符号 〈*)。 

© 为 了 简洁 起 见 ， 我 们 将 不 区 分 终端 模式 中 的 一 行 和 笔记 本 模式 中 的 单行 单元 格 。 
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依次 执行 并 显示 标识 符 引 用 的 对 象 的 值 。 注 意 ， 显 示 多 个 值 有 一 个 有 用 的 快捷 方式 一 一 在 单 
行 上 尝试 键入 a，b，c。 接 下 来 尝试 在 单行 中 键入 c?， 结 果 表 明 c 确实 指向 一 个 复数 。 创 
建 复数 的 另 一 种 方式 是 c=complex (12，5)。 接 下 来 尝试 键入 c., 然后 按 Tab tE, MEA 
将 立即 提供 三 种 可 能 的 代码 补 全 选项 。 它 们 代表 什么 意思 呢 ? 这 里 几乎 是 显而易见 的 ， 请 先 符 
试 键入 c .real?。( 请 使 用 Tab 键 代码 自动 补 全 功能 ， 而 不 需要 键 人 eal.) 结果 显示 c.zeal 
的 值 为 浮 点 数 12， 即 复数 的 实 部 。 初 学 者 可 能 会 尝试 c.imag。 接 下 来 请 尝试 键入 
c.conjugate?. (同样 只 需要 5 次 按键 加 回 车 键 ! ) 结果 表明 c.conjugate 是 一 个 函 
数 ， 使 用 方法 如 下 : cc = c.conjugate(). 

这 种 表述 方式 对 Fortran 或 者 C 语言 的 用 户 而 言 也 许 有 些 奇 特 ， 他 们 可 能 期 望 类 似 
real(c) 或 conjugate(c) 的 方式 。 语 法 的 改变 是 因为 Python 是 面向 对 象 的 语言 。 这 里 
的 对 象 是 12 +5j， 引 用 为 变量 c, AE c.real 是 关于 对 象 组 件 的 值 的 查询 ， 它 不 会 改变 
对 象 。 然 而 ，c .conjugate() 则 需要 改变 对 象 或 者 (此 处 ) 创建 一 个 新 的 对 象 ， 因 此 它 是 
一 个 函数 。 该 表述 对 于 所 有 对 象 都 是 一 致 的 ， 更 详细 的 讨论 请 参见 3.10 节 。 

返回 到 上 一 个 代码 片段 ， 在 一 行 中 单独 键 人 s， 将 输出 一 个 字符 串 。 我 们 可 以 键入 s? 
Als. 来 确认 ， 随 后 按 Tab 键 将 显示 38 种 与 字符 串 对 象 相关 的 代码 自动 补 全 选项 。 读 者 应 该 
尝试 使 用 自省 方法 来 发 现 其 中 一 些 选项 的 具体 功能 。 同 样 ， 键 入 LL.? 将 显示 工 是 一 个 列表 
HR, 包括 9 个 代码 自动 补 全 选项 。 一 定 要 试 一 试 ! 一 般 而 言 ， 在 Python 代码 中 的 任何 地 
方 ， 使 用 自省 和 Tab 键 自动 代码 补 全 可 以 生成 相关 的 帮助 文档 。 还 有 进一步 的 自省 命令 2? 
( 双 英 文 问号 )， 用 于 在 适当 的 情况 下 显示 函数 的 源 代码 ， 稍 后 将 在 2.5 节 给 出 一 个 示例 。( 我 
们 迄今 为 止 涉及 的 对 象 函 数 都 是 内 置 函 数 ， 而 内 置 呆 数 不 是 使 用 Python 语言 编写 的 ! ) 


2.3 ”历史 命令 


如 果 读 者 观察 上 一 节 中 代码 的 输出 结果 ， 则 会 发 现 IPython 采用 了 一 种 与 Mathematica 
笔记 本 非常 类 似 的 历史 命令 (history command) 机 制 。 输 入 行 标记 为 In[1],，In[2],…:， 
如 果 输 入 行 Inin] 产生 了 任何 输出 ， 则 将 其 标记 为 out [n] 。 为 了 方便 起 见 ， 前 三 个 输入 
行 /单元 格 可 以 通过 变量 名 _i、_ii 和 _iii 引用 ， 而 相应 的 输出 行 /单元 格 则 可 以 通过 _、 
__ 和 ___ 引 用。 但是, 在 实际 操作 中 ， 可 以 通过 使 用 键盘 上 的 上 方向 键 1 (或 者 Ctrl-p) 
和 下 方向 键 | (或 者 Ctrl-n) 导航 来 将 前 一 个 输入 行 /单元 格 的 内 容 插 入 当前 输入 行 /单元 
格 中 ， 这 可 能 是 最 常见 的 使 用 方法 。 在 终端 模式 中 保存 历史 命令 信息 虽然 非 同 寻常 ， 但 却 方 
便 使 用 。 如 果 关 闭 [Python (使 用 exit 命令 ) 后 又 重新 启动 它 ， 则 上 一 个 会 话 的 历史 命令 记 
录 仍 然 可 以 通过 键盘 上 的 上 下 方向 键 获得 。 有 关 历 史 命 令 机 制 ， 有 很 多 更 精细 的 方式 ， 请 读 
者 尝试 键 人 命令 history? 以 获得 相关 帮助 信息 。 





2.4 ”魔法 命令 
[Python 解释 器 希望 接收 有 效 的 Python 命令。 同时， 还 能 够 提供 一 些 输入 命令 以 控 
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fil [Python 行为 或 底层 操作 系统 行为 。 这 种 与 Python 共存 的 命令 被 称 为 魔法 命令 (magic 
command)。 通 过 在 解释 器 中 键入 命令 smagic， 可 以 显示 一 段 很 长 的 详细 说 明 。 通 过 键 
人 命令 %lsmagic， 可 以 显示 可 用 的 命令 简要 列表 。( 别 忘 了 使 用 Tab 键 代 码 自 动 补 全 功 
能 ! ) 请 注意 ， 存 在 两 种 类 型 的 魔法 命令 : 行 魔法 命令 (前缀 为 %) 和 单元 格 魔法 命令 (前 组 
为 %%)。 单 元 格 魔法 命令 仅 与 笔记 本 模式 有 关 。 通 过 使 用 自省 功能 ， 读 者 可 以 获取 每 个 魔法 
命令 的 帮助 文档 信息 。 

首先 让 我 们 讨论 操作 系统 命令 。 一 个 简单 的 示例 是 pwa， 它 来 自 UNIX 操作 系统 ， 仅 仅 
用 于 输出 当前 目录 (输出 工作 目录 ) 的 和 名称 并 退出 。 在 Python 窗口 中 通常 有 三 种 方法 来 实 
现 该 功能 。 请 读者 尝试 如 下 命令 。 


Python 中 没有 任何 以 “!” 开 始 的 命令 ， 并 且 IPython 将 此 解释 为 UNIX shell 命令 
pwd， 并 生成 相应 的 ASCII 文本 输出 结果 。 


Python 中 没有 任何 以 “%” 开 始 的 命令 ，IPython 视 此 为 行 魔 法 命令 ， 并 将 其 解释 为 
shell 命令 。 结 果 字 符 串 中 的 u 表明 结果 使 用 Unicode 编码 ， 从 而 实现 了 丰富 多 样 的 输出 。 
A.3.1 节 中 将 简要 涉及 Unicode 的 概念 。 


这 是 一 个 微妙 但 有 用 的 特征 。 行 魔法 命令 并 不 总 是 需要 前 级 8$， 请 参见 下 文 有 关 sauto- 
magic 的 讨论 。 由 于 解释 器 没有 发 现 pwa 的 其 他 定义 ， 因 此 将 其 作为 魔法 命令 spwa 来 
处 理 。 





pn g E aa = z y sy ag: > SS criss + r m RE . E SANY EEA 
: ae R: hit 


此 时 ，pwa 被 赋值 为 一 个 字符 串 ， 因 此 不 会 作为 魔法 命令 来 处 理 。 





带 # 的 魔法 命令 可 以 消除 二 义 性 。 





使 用 ael 删除 变量 pwd 后 ， 此 时 的 pwa 没有 其 他 赋值 ， 其 作用 又 恢复 为 一 个 行 魔法 
命令 。 
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X %automagic 设置 为 on 时 (默认 值 )， 所 有 行 魔法 命令 前 面 的 单个 百 分 号 (%) 都 可 
以 省 略 。 这 带 来 了 巨大 的 便捷 性 ， 但 读者 必须 清醒 地 意识 到 自己 正在 使 用 魔法 命令 。 

魔法 单元 格 命令 以 双 百 分 号 (%%) 开始 ， 作 用 于 整个 单元 格 ， 功 能 十 分 强大 ， 具 体 请 
参见 下 一 节 。 


2.5 IPython Sk: 扩展 示例 


在 本 章 的 剩余 部 分 ， 我 们 会 呈现 一 个 扩展 示例 的 第 一 部 分 ， 以 展示 魔术 命令 的 有 效 性 。 
我 们 将 在 3.9 节 中 讨论 该 扩展 示例 的 第 二 部 分 内 容 ， 讨 论 如 何 通过 分 数 实现 任意 精度 的 实数 
算术 运算 。 关 于 分 数 有 一 个 特点 ， 如 3/7 和 24/56 通常 被 视 为 相同 的 分 数 。 因 此 ， 这 里 存在 
一 个 问题 ， 即 确定 两 个 整数 a 和 4b 的 “最 大 公 因 子 ”, 或 者 正如 数学 家 常用 的 称谓 GCD， 其 
可 用 于 把 分 数 ob 化 简 为 规范 形式 。( 通 过 检查 因子 ,发现 24 和 56 的 GCD 为 8， 这 意味 着 
24/56=3/7， 并 且 不 可 能 进一步 化 简 。) 实现 检查 因子 的 自动 化 并 不 容易 ， 一 些 研究 表明 可 以 
通过 欧 几 里 得 算法 ( Euclid’s algorithm) 实现 。 为 了 简洁 地 表达 该 算法 ， 我 们 需要 一 些 专业 
术语 。 假 设 a 和 4 是 整数 。 求 a 整除 bp， 其 余数 为 a4amodb, 如 13 mod5=3, 5 mod 13=5. 
如 果 用 gcd(a, b) 表示 a Alb 的 最 大 公 因 子 GCD， 则 欧 几 里 得 算法 可 以 通过 递归 算法 简单 地 
描述 如 下 : 

ged(a, 0)=a, gcd(a, b)=gcd(b, a mod b), (b+0) ( 2-1) 

请 读者 尝试 基于 上 述 算法 手工 求解 gcd(56, 24)。 其 实 很 简单 ! 可 以 看 出 ， 当 a 和 4b 是 连 
续 的 斐 波 那 契 ( Fibonacci) 数 时 ， 演 算 会 出 现 最 费力 的 情况 ， 因 此 它们 对 测试 用 例 很 有 用 。 
斐 波 那 契 数列 F, 通过 递归 算法 定义 如 下 : 

Fo=0, Fi=1, FiFi bi, n22 (2-2) 

斐 波 那 契 数列 为 : 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, = 

如 何在 Python 语言 中 快速 有 效 地 实现 欧 几 里 得 算法 和 斐 波 那 契 数列 呢 ? 我 们 从 计算 斐 
波 那 契 数列 任务 开始 ， 因 为 它 看 起 来 更 简单 。 

为 了 开始 掌握 IPythom， 和 希望 初学 者 先 充 分 信任 如 下 两 个 代码 片段 。 这 里 仅 提 供 了 部 分 
解释 ， 但 在 第 3 章 中 将 对 所 有 的 特征 进行 更 全 面 的 解释 。 然 而 ， 这 里 需要 强调 的 重点 是 ， 每 
种 程序 设计 语言 都 需要 辅助 代码 块 ， 例 如 函数 或 者 do 循环 的 内 容 。 大 多 数 语言 都 以 某 种 形 
式 的 括号 来 区 分 代码 块 ， 但 Python 只 依赖 缩 进 。 所 有 的 代码 块 必须 具有 相同 的 缩 进 。 通 常 
使 用 冒号 ( : ) 来 表示 需要 子 代码 块 。 子 代码 块 则 进一步 缩 进 ( 按 惯例 使 用 4 个 空格 )， 并 且 
使 用 取消 额外 缩 进 的 方式 指示 子 代码 块 的 结束 。IPython 及 所 有 支持 Python 语言 的 编辑 器 都 
会 自动 处 理 这 个 问题 。 下 面 给 出 三 个 示例 。 

在 我 们 继续 讨论 执行 代码 片段 的 工作 流 之 前 ， 初 学 者 应 该 尝试 理解 (也 许 是 六 致 了 解 ) 
正在 发 生 的 事情 。 
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Python 语法 的 细节 将 在 第 3 章 解 释 。 目 前 暂时 只 需要 了 解 以 # 符 号 开始 的 行 (如 第 1 
行 和 第 14 行 ) 表示 注释 。 另 外 第 3 一 $ 行 定义 了 一 个 文档 字符 串 ， 其 作用 将 在 稍 后 进行 解 
释 。 第 7 一 12 行 定义 了 一 个 Python 函数 。 注 意 前 述 内 容 表明 每 个 冒号 ( : ) 都 要 求 缩 进 代 
码 块 。 第 7 行 是 函数 声明 。 第 8 行 是 函数 文档 字符 串 信 息 (同样 将 在 稍 后 阐述 )。 第 9 行 引 
和 了 标识 符 a 和 bb， 它们 是 该 函数 的 局 部 变量 ， 初 始 值 分 别 引 用 值 0 和 1。 接 下 来 检查 第 
11 行 ， 暂 时 忽略 其 缩 进 。 此 处 a 被 设置 为 引用 b 最 初 引用 的 值 ， 同 时 b 被 设置 为 引用 最 初 
a 和 b 引 用 的 值 的 和 。 很 明显 ， 第 9 行 和 第 11 行 重复 计算 蕴含 在 式 (2-2) 中 的 公式 。 第 
10 行 引入 了 一 个 for 循环 (或 者 do 循环 ,这 将 在 3.7.1 节 阐述 ), 循环 包括 第 11 行 。 此 处 
range (n) 生成 了 一 个 包含 个 元 素 的 列表 [0, 1, …, n-1]， 因 此 第 11 行 将 被 执行 n 次。 最 
后 , 第 12 行 退 出 函数 ， 并 且 返 回 最 终 a 引用 的 值 。 

当然 ， 我 们 需要 提供 一 个 测试 集 来 证 明 这 个 函数 是 按照 预期 的 方式 运行 的 。 第 14 行 仅 
仅 是 注释 。 第 15 行将 随后 解释 。( 在 输入 时 ， 请 注意 有 四 对 下 划 线 。) 因为 它 是 一 个 以 冒号 
结尾 的 if 语句， 所 以 后 面 的 所 有 行 都 需要 缩 进 。 我 们 已 经 了 解 到 第 16 行 代码 的 思想 。 我 
们 使 用 i=0, 1, 2, =, 1000 重复 执行 第 17 行 代码 1001 次 。 它 输出 表示 i 的 值 的 字符 串 ( 包 
含 4 个 字符 )， 以 及 表示 fib (i) 的 值 的 另 一 个 字符 串 (包含 4 个 字符 )。 
接 下 来 ， 我 们 展示 创建 和 使 用 上 述 代 码 片 段 的 两 种 可 能 的 工作 流程 。 


2.5.1 使 用 1IPython 终端 的 工作 流程 


首先 用 户 使 用 喜欢 的 编辑 器 ， 在 运行 Python 的 目录 中 创建 一 个 文件 fib.py, 输入 上 
述 代 码 片 段 的 内 容 并 保存 。 然 后 ， 在 [Python 窗口 中 运行 魔法 命令 run fibs WRAAE 
建 的 文件 内 容 没 有 语法 错误 ， 则 运行 结果 为 1001 行 斐 波 那 契 数 。 如 果 文 件 内 容 存 在 语法 错 
误 ， 则 将 输出 其 中 的 第 一 处 错误 。 重 新 回 到 编辑 器 窗口， 更 正 并 保存 源 代 码 。 然 后 再 次 尝试 
运行 魔法 命令 run fib。( 初 学 者 可 能 需要 重复 数 次 ， 但 这 并 不 复杂 ! ) 


2.5.2 ”使 用 1Python 笔记 本 的 工作 流程 
打开 一 个 新 的 单元 格 并 在 其 中 输入 上 述 代码 片段 ， 为 了 稳妥 起 见 请 保存 笔记 本 (使 用 快 
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捷 键 按 ESC 键 后 再 按 s 键 ) 。 接 着 运行 单元 格 (使 用 快捷 键 Ctrl+ 回 车 键 )。 如 果 用 户 所 输入 
的 代码 没有 语法 错误 ， 则 运行 结果 为 1001 行 斐 波 那 契 数 。 如 果 输 入 的 代码 存在 语法 错误 ， 
则 将 输出 其 中 的 第 一 处 错误 。 重 新 回 到 单元 格 ， 修 改 错误 代码 ， 然 后 再 次 运行 单元 格 。( 初 
学 者 可 能 需要 重复 数 次 ， 但 这 并 不 复杂 ! ) 一 旦 程序 满足 要 求 ， 重 新 回 到 单元 格 ， 并 在 最 前 
面 插 入 如 下 单元 格 魔法 命令 : 








现在 重新 运行 该 单元 格 ， 则 单元 格 中 的 内 容 将 写 信 到 当前 目录 的 fib.py 中 ， 如 果 该 文 
件 已 经 存在 ， 则 覆盖 其 内 容 。 

一 旦 程序 验证 并 运行 正确 后 ,我 们 如 何 测量 其 运行 速度 呢 ?” 再 次 运行 程序 ， 但 使 用 增强 
魔法 命令 run -t fib, W IPython 将 产生 时 间 度 量 数据 。 在 我 自己 的 计算 机 上 ,“ 用 户 时 
间 ”(User time) 是 0.05 秒 ， 但 是 “系统 时 间 ”( Wall time) 是 0.6 秒 。 很 显然 ， 该 差异 反映 了 
有 大 量 字符 输出 到 屏幕 上 。 要 验证 这 一 点 ， 请 将 代码 片段 修改 如 下 : 在 第 17 行 的 前 面 插入 
一 个 # 符号 以 注释 掉 打 印 输出 语句 ; 添加 新 的 第 18 行 ， 输 入 fib (i)，, 请 注意 缩 进 格式 正 
确 。( 这 将 对 函数 进行 求 值 ， 但 不 处 理 计算 结果 值 。) 接 下 来 再 次 运行 程序 ， 在 我 的 计算 机 上 
耗 时 0.03 秒 ， 这 表明 fib (i) 运行 速度 极 快 ， 但 打印 输出 速度 缓慢 。( 最 后 别 志 了 注释 掉 第 
18 行 ， 并 取消 第 17 行 的 注释 ! ) 

接 下 来 我 们 将 解释 第 3 一 5 行 以 及 第 8 行 中 的 文档 字符 串 ， 以 及 奇特 的 第 15 行 。 请 关 
闭 [Python (在 终端 模式 下 ， 使 用 命令 sxit)， 然 后 重新 打开 一 个 IPython 的 会 话 。 仅 输入 一 
行 语句 import fib， 注意 只 需要 文件 主 名 ， 不 需要 输入 文件 后 级 .py。 该 语句 导 人 了 一 个 
WA fib, BA fib 是 什么 呢 ? 使 用 自省 命令 fib?，IPython 将 输出 代码 片段 中 第 3 一 5 行 
的 文档 字符 串 信 息 。 这 表明 我 们 也 可 以 获得 有 关 函 数 fib.fib 的 更 多 信息 ， 所 以 请 尝试 命 
4 fip.fib?， 结 果 将 返回 第 8 行 中 的 函数 文档 字符 串 信 息 。 文 档 字符 囊 ( docstring) 是 用 
三 引号 括 起 来 的 信息 ， 用 途 是 向 其 他 用 户 提 供 在 线 帮 助 文档 。 另 外 ， 自 省 还 有 一 个 有 用 的 技 
巧 ， 请 尝试 fip .fib??， 将 输出 该 函数 的 源 代码 列表 。 

读者 应 该 注意 到 ， 运 行 import fib 并 没有 输出 前 1001 个 斐 波 那 契 数 。 但 是 ， 如 果 我 
们 在 一 个 单独 的 [Python 会 话 中 运行 命令 run fib， 则 将 输出 前 1001 个 斐 波 那 契 数 ! 代码 
片段 的 第 15 行 检 测 文 件 fib.py 是 被 导 和 还 是 被 运行 ， 并 相应 地 不 运行 或 者 运行 测试 集 。 
其 实现 原理 将 在 3.4 市 曾 述 。 

接 下 来 我 们 继续 讨论 原来 的 任务 ， 即 实现 公式 (2-1 ) 中 的 ged 函数。 一旦 我 们 认识 到 
Python 实现 递归 没有 任何 问题 ， 并 且 a mod b 被 实现 为 asb， 那 么 最 简单 的 解决 方案 可 以 通 
过 如 下 的 代码 片段 实 
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上 述 代码 片段 中 唯一 真正 的 新 内 容 是 第 22 行 中 的 import fib 语句 ， 而 上 文 我 们 已 经 
讨论 了 其 作用 。 第 24 行 和 第 25 行 中 循环 的 执行 次 数 十 分 关键 。 输 出 结果 表明 ， 上 述 代码 片 
段 运行 耗 时 为 几 分 之 一 秒 。 接 下 来 将 第 24 行 中 的 参数 963 更 改 为 964， 保存 文件 ， 并 再 次 
执行 run gcdq。 结 果 发 现 输出 是 一 个 无 限 循环 ， 稍 微 耐心 等 待 后 ， 最 终 进程 会 终止 ， 并 显 
示 错 误 信息 “ the maximum recursion depth has been exceeded” (超过 最 大 递归 深度 )。 虽 然 
Python 允许 递归 ， 但 对 自 调 用 的 数量 存在 限制 。 

这 个 限制 对 用 户 而 言 可 能 不 是 大 问题 。 但 有 必要 花 点 时 间 考 虑 是 否 可 以 在 不 使 用 递归 的 
情况 下 实现 欧 几 里 得 算法 (2-1 )。 我 提供 了 一 个 解决 方案 ,位 于 代码 片段 第 14 一 18 行 实现 
HPA gcd 中 。 第 16 行 和 第 17 行 定义 一 个 while 循环 ， 请 注意 第 16 行 后 面 的 冒号 。 在 
while MBS Zia], Python 期 望 一 个 计算 结果 为 布尔 值 (True 或 者 False) 的 条 件 表达 
式 。 只 要 条 件 表达 式 的 计算 结果 为 True， 则 循环 执行 第 17 行 ， 然 后 重新 测试 条 件 表达 式 。 
如 果 测 试 结果 为 False， 则 循环 终止 控制 转移 到 下 一 语句 (第 18 行 )。 在 该 上 下 文中 ，b 
是 一 个 整数 ， 那 么 整数 值 如 何 转换 为 布尔 值 呢 ? 答案 非常 简单 : 整数 值 0 总 是 被 强制 转换 为 
False; 所 有 非 零 值 则 被 强制 转换 为 nrue。 因 此 ， 当 Pb 变 为 0 时 ， 则 循环 结束 ， 然 后 函数 
返回 值 a。 这 是 公式 (2-1 ) 的 第 一 个 子 句 。 第 17 行 的 转换 是 第 二 个 子 句 ， 所 以 这 个 函数 实 
现 了 欧 几 里 得 算法 。 它 比 递归 函数 得， 可 以 被 调用 任意 次 数 ， 并 且 我 们 将 看 到 ， 甚 运行 速度 
更 快 。 

那么 ， 上 述 改 进 算法 是 否 有 效 呢 ? 使 用 run 命令 ， 我 们 可 以 获得 统计 数据 。 首 先 ， 编 
辑 代码 片段 ， 修 改 代码 使 函数 gcar 循环 运行 963 次 ， 并 保存 代码 。 接 下 来 执行 run -t 
gcd， 以 获得 运行 耗 时 。 在 我 的 计算 机 上 ,“ 用 户 时 间 ” 是 0.31 秒 (每 个 读者 计算 机 上 的 耗 
时 可 能 会 不 同 ， 但 主要 考虑 的 是 相对 时 间 。 "系统 时 间 ” 则 反映 输出 显示 时 间 开 销 ， 并 且 与 
此 处 无 关 。 接 下 来 执行 run -p gcd 以 调用 Python 性 能 分 析 器 。 虽 然 理解 输出 显示 结果 
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的 每 个 方面 需要 阅读 相关 帮助 文档 信息 ， 但 也 可 以 使 用 科学 直观 感觉 。 结 果 表 上 明 ， 在 总 
共 464 167 次 实际 调用 中 ， 有 963 次 直接 调用 (与 预期 相符 ) 函数 gcdr。 该 函数 实际 耗 时 
0.237 秒 。 甚 次， 函数 fib 被 调用 了 1926 次 (与 预期 相符 )， 并 且 耗 时 0.084 秒 。 注 意 ， 这 
些 时 间 不 能 与 前 面 run -t gcd 的 运行 结果 相 比较 ， 因 为 run -p gcd 的 耗 时 包括 性 能 分 
析 器 的 时 间 开 销 (并 且 此 处 不 能 忽略 )。 然 而 ,我 们 可 以 得 出 结论 ， 函 数 gcdr 耗费 了 大 约 
74% 的 时 间 开 销 。 

FEE RK KN AK PAR gcd 的 练习 。 修 改 代 码 段 的 第 25 行 ， 用 gca 替换 gcdr 并 
保存 文件 。 接 下 来 执行 run -t gcd， 结 果 用 户 时 间 是 0.20 秒 。 执 行 另 一 个 命令 run -p 
gcd, REIR AA fib 被 调用 了 1926 次 ， 耗 时 0.090 秒 。 但 是 ， 函 数 gcd 只 被 调用 了 
993 次 (与 预期 相符 )， 耗 时 为 0.087 秒 。 因 此 ，gca 耗 时 占 比 为 49%。 近 似 地 ， 相 对 耗 时 可 
以 消除 性 能 分 析 器 时 间 开 销 的 影响 。 结 果 表 明 ， 递 归 版 本 0.31 秒 耗 时 的 74% 是 0.23 秒 ， 而 
非 递 归 版 本 0.20 秒 耗 时 的 49% 是 0.098 秒 。 因 此 ， 改 进 算法 思想 的 结果 代码 更 加 短小 ， 运 
行 时 间 是 原始 算法 的 43% ! 

从 上 述 示例 中 我 们 可 以 总 结 如 下 两 点 : 

1. [Python 的 魔法 命令 run 或 者 srun 可 以 提高 Python 的 工作 效率 。 读 者 可 以 通过 目 省 
命令 来 查阅 其 文档 字符 串 。 也 请 注意 srun -t M grun -p 的 区别。 同时 ， 建 议 读者 尝试 
自省 命令 $timeit。 

2. 读者 在 文献 中 会 查阅 到 许多 关于 “加 速 ”Python 的 方法 ， 这 些 方法 通常 是 非常 聪明 
的 软件 工程 方法 。 但 没有 一 种 能 像 人 类 的 创造 力 那 样 有 效 ! 
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虽然 Python 是 一 种 小 语言 ， 但 其 涉及 的 内 容 却 非常 丰富 。 在 编写 教科 书 时 ， 常 常会 有 
一 种 按 主题 全 面 阐述 程序 设计 语言 各 个 方面 的 冲动 。 最 明显 的 例子 是 来 自 Python 创始 人 二 
Z- 范 罗 苏 姆 的 人 门 教 程 。Python 入 门 教程 以 电子 形式 包含 在 Python 文档 中 ， 也 可 以 在 线 
获得 9， 或 者 购买 纸 质 版 本 书籍 (Guido van Rossum 和 Drake Jr. (2011 ) ) 。 这 本 书 相 对 比较 
简洁 ， 只 有 150 页 的 内 容 ， 而 且 没 有 涉及 NumPy。 我 最 喜欢 的 教科 书 是 Lutz ( 2013 )， 该 书 
超过 1500 页 ， 是 一 种 马拉松 式 学 习 曲 线 ， 而 且 只 是 稍微 提 及 NumPy。 该 书 之 所 以 非常 优 
秀 ， 是 因为 它 提供 了 各 功能 的 详细 解释 ， 但 对 于 Python 语言 的 第 一 门 课程 而 言 ， 其 内 容 太 
过 繁杂 。 另 外 两 本 教科 书 Langtangen (2009) 和 Langtangen (2014) 的 内 容 更 倾 癌 于 科学 
计算 ， 但 都 存在 同样 的 问题 ， 它 们 都 差不多 800 页 ， 且 内 容重 和 到 较 多 。 建 议 读 者 把 上 述 书 夭 
(以 及 其 他 书籍 ) 作为 参考 书 ， 但 它们 都 不 是 适用 于 学 习 Python 语言 的 教科 书 。 

学 习 一 门 外 语 时 ， 很 少 有 人 会 先 学 习 一 本 语法 教材 ， 然 后 背 字 典 。 大 多 数 人 的 学 习 方 法 
是 开始 学 习 一 些 基本 语法 和 少量 词汇 ， 然 后 通过 实践 逐渐 扩大 其 语法 结构 和 词汇 量 的 范围 。 
这 种 学 习 方法 可 以 使 他 们 快速 地 理解 和 使 用 语言 ， 而 这 就 是 本 书 采 用 的 学 习 Python 的 方法 。 
这 种 学 习 方 法 的 缺点 是 语法 和 词汇 被 分 散 到 整个 学 习 过 程 中 ,但 这 个 缺点 可 以 通过 使 用 其 他 
教科 书 来 改善 ， 例 如 前 一 段 中 所 提 到 的 那些 教科 书 。 


3.1 输入 Python 代码 


虽然 可 以 仅仅 通过 阅读 教程 内 容 的 方式 来 学 习 ， 但 在 阅读 的 同时 使 用 手头 的 [Python 终 
端 来 尝试 示例 代码 会 更 有 帮助 。 对 于 较 长 的 代码 片段 (如 3.9 节 和 3.11 节 中 的 代码 片段 )， 
则 建议 使 用 笔记 本 模式 ,或 者 终端 模式 与 编辑 器 一 起 使 用 ， 以 便 保 存 代码 。 附 录 A 中 的 A.2 
和 A.3 节 描 述 了 这 两 种 方法 。 在 尝试 了 这 些 代码 片段 之 后 ,强烈 鼓励 读者 在 解释 器 中 尝试 日 
己 的 实验 。 | 

每 种 程序 设计 语言 都 包含 代码 块 ， 代 码 块 是 由 一 行 或 者 多 行 代码 组 成 的 语法 体 。 与 其 他 
语言 相 比 ，Python 基本 上 不 使 用 圆 括号 0 和 大 括号 {}， 而 是 使 用 缩 进 作 为 代码 块 格式 化 工 
具 。 在 任何 以 冒号 (:) 结尾 的 行 之 后 ， 都 需要 一 个 代码 块 ， 代 码 块 通过 一 致 的 缩 进 与 周围 的 
代码 区 分 开 来 。 虽 然 没 有 指定 缩 进 的 空白 字符 个 数 ， 但 非 官 方 标准 一 般 使 用 4 个 空白 字符 。 
IPython 和 所 有 支持 Python 的 文本 编辑 器 都 会 自动 完成 这 种 格式 化 操作 。 夺 要 还 原 到 原始 缩 
进 级 别 ， 则 请 使 用 回 车 键 输入 一 个 空 行 。 不 使 用 括号 可 以 提高 可 读 性 ， 但 缺点 是 代码 块 中 的 
每 一 行 都 必须 与 前 面 的 缩 进 相同 ， 否 则 将 发 生 语法 错误 。 


日 ”网 址 为 ; http://docs.python.org/2/tutorial。 
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Python 允许 两 种 形式 的 注释 (comment)。 一 种 是 # 符 号， 表示 当前 行 中 # 符 号 后 的 其 
余部 分 是 和 注释。 文档 字符 串 〈docstring) 可 以 跨越 多 行 ， 并 且 可 以 包含 任何 可 打印 字符 。 文 
档 字符 串 由 一 对 三 引号 来 界定 ， 例 如 : 






为 了 完整 性 ， 读 者 注意 到 我 们 可 以 在 同一 行 上 放置 多 条 语句 ， 只 要 用 分 号 将 它们 分 开 ， 
但 是 应 该 考虑 可 读 性 。 长 语句 可 以 使 用 续 行 符号 “\” 来 分 成 多 行 。 并 且 ， 如 果 一 个 语句 包 
括 一 对 括号 ()， 那么 我 们 可 以 在 它们 之 间 的 任何 位 置 点 分 行 ， 而 不 需要 使 用 续 行 符号 “\”。 





3.2 对象 和 标识 : 

“Python 包含 大 量 的 对 象 和 标识 符 。 对 象 可 以 被 认为 是 一 个 计算 机 内 存 区 域 ， 包 含 某 种 
数据 以 及 与 数据 相关 的 信息 。 对 于 一 个 简单 的 对 象 ， 这 些 信息 包括 它 的 类 型 和 标识 9 ( 即 内 
存 中 的 位 置 ， 很 显然 这 与 计算 机 相关 )。 因 此 ， 大 多 数 用 户 对 对 象 标识 并 不 感 兴趣 。 用 户 需 
要 与 机 器 无 关 的 访问 对 象 的 方法 ， 这 可 以 通过 标识 符 提 供 。 标 识 符 是 附加 到 对 象 上 的 一 个 标 
签 ， 由 一 个 或 者 多 个 字符 组 成 。 标 识 符 的 第 一 个 字母 必须 是 字母 或 者 下 划 线 ， 后 续 字 符 必须 
是 数字 、 字 母 或 者 下 划 线 。 标 识 符 是 区 分 大 小 写 的 : x 和 是 不 同 的 标识 符 。( 以 下 划 线 开 
始 或 结束 的 标识 符 具 有 专门 用 途 ， 因 此 初学 者 应 该 避免 使 用 。) 我 们 必须 避免 使 用 预定 义 的 
标识 符 (如 1ist)， 并 且 应 该 总 是 尝试 使 用 有 意义 的 标识 符 。 然 而 ， 选 择 xnew、x_new 或 
xNew， 则 是 用 户 个 人 的 偏好 。 请 尝试 运行 如 下 代码 片段 ， 建 议 读者 在 终端 窗口 中 逐 行 键入 ， 





“double” 类 型 ， 在 Fortran 中 则 必须 声明 Pp 为 “realk8” 类 型 。 这 不 是 偶然 或 者 朴 弧 。 
Python 语言 的 一 个 基本 特征 是 类 型 属于 对 象 ， 而 不 是 标识 符 8 。 


日 ”很 不 幸 这 个 名 称 的 选择 容易 产生 歧义 ， 请 不 要 与 后 述 的 标识 符 混 靖 。 
O ” 感 兴趣 的 读者 可 以 使 用 命令 type (P) 来 查看 标识 符 p 引用 的 对 象 的 类 型 ， 而 ia (p) 则 返回 其 对 象 标识 。 
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接 下 来 ， 在 第 3 行 我 们 设置 gs=p。 右 侧 由 PP 指向 的 对 象 替 换 ，G 是 指向 这 个 对 象 的 新 
的 标识 符 〈 如 图 3-1 所 示 )。 这 里 没有 测试 标识 符 a 和 相等 性 的 含义 ! 注意 ， 在 第 4 行 中 ， 
我 们 将 标识 符 5 重新 赋值 为 一 个 “string ”对 象 。 但 是 ， 标 识 符 a 仍然 指向 原始 的 浮 点 数 对 
象 (如 图 3-1 Aras), 5 行 和 第 6 行 的 输出 可 以 证 明 上 述 结论 。 假 设 我 们 要 重新 赋值 标识 符 
qo。 然 后 ， 除 非 中 间 把 a 赋值 给 另 一 个 标识 符 ， 否 则 原始 的 “float” 对 象 将 没有 任何 赋值 的 
标识 符 ， 因 此 程序 员 将 无 法 访问 它 。Python 将 自动 检测 并 释放 计算 机 内 存 ， 这 个 过 程 被 称 为 


自动 垃圾 收集 。 
4299016976 4299016976 
<float> <float> 


4299016976 
<float> 





4324916004 
<string> 
p=3.14 q=p p="pi' 


3-1 Python 中 赋值 的 示意 图 。 在 第 一 条 命令 p=3 .14 执行 之 后 ， 创 建 浮 点 数 对 象 3 . 14， 
并 将 其 赋值 给 标识 符 p。 在 这 里 ， 对 象 被 描述 为 对 象 标 识 (对 象 标 识 是 一 个 大 数值 ， 
对 应 于 计算 机 中 存储 对 象 数据 的 内 存 地 址 (高度 依 赖 于 计算 机 )) 和 对 象 类 型 。 第 二 
条 命令 q=p 将 标识 符 a 分 配给 同一 个 对 象 。 第 三 条 命令 p='pi' 将 p 分 配给 一 个 新 
的 “string” 对 象 ， 而 gq 指向 原始 的 浮 点 数 对 象 


赋值 语句 在 稍 后 的 章节 中 十 分 重要 ， 我 们 强调 赋值 操作 是 Python 程序 的 基本 构建 块 之 
一 ， 人 尽管 赋值 语句 看 起 来 像 是 相等 性 判断 ， 但 它 与 相等 性 判断 无 关 。 其 语法 格式 如 下 : 





在 Python 程序 中 ， 赋 值 语句 将 多 次 重复 出 现 。 如 前 所 述 ， 对 象 的 类 型 “属于 ”对 象 ， 
而 不 是 属于 其 赋值 的 标识 符 。 从 今 以 后 ， 我 们 在 叙述 时 尽量 避免 咬文嚼字 :! 
前 文 我 们 非 正式 地 介绍 了 “ 浮 点 数 ”"， 接 下 来 将 讨论 一 些 简单 的 对 象 类 型 。 


3.3 数值 类 型 
Python 包括 三 种 简单 的 数值 对 象 类 型 我 们 还 将 介绍 第 四 种 类 型 (稍微 复杂 )。 


3.3.1 整 型 


Python 语言 中 整 型 数据 为 int。 早 期 版 本 支持 的 整 型 数值 范围 为 [-23, 23-1]， 但 是 新 
的 版 本 整 型 数值 范围 进一步 扩大 ， 现 在 Python 支持 的 整 型 数值 范围 几乎 没有 限制 ( 仅 受 计 
算 机 内 存 限制 )。 
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整 型 数值 当然 支持 通常 的 加 法 (+)、 减 法 (-) 和 乘法 (* ) 运算 。 而 对 于 除法 运算 则 需 
要 稍微 注意 : 即使 p Ag 是 整数 ，p/g 的 结果 也 不 一 定 是 整数 。 一 般 地 ， 我 们 可 以 假设 q>0 
(不 失 一 般 性 )， 在 这 种 情况 下 ， 存 在 唯一 的 整数 m 和 nn， 满足 : 
p=mq+n, # P 0<&n<q 
在 Python 语言 中 ， 整 型 除法 定义 为 p//q， 其 结果 为 m。 使 用 ps%q， 可 以 求 得 余数 n。 
EH p**a, MARERE p8， 当 g<0 时 ， 结 果 为 实数 。 


3.3.2 ”实数 


Python 语言 中 浮 点 数 为 float。 在 大 多 数 安装 环境 中 ， 浮 点 数 的 精度 大 约 为 16 位 ， 其 
BURA A 0°", 10”)。 浮 点 数 对 应 于 C 语言 家 族 中 的 double, WF Fortran 家 族 中 
的 real*8。 浮 点 数 常 量 的 标记 遵循 一 般 标 准 ， 例 如 : 





述 浮 点 数 都 表示 相同 的 Eloat 值 。 

常用 的 加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 和 短 的 运算 规则 同样 适用 于 浮 点 数 运算 。 对 于 前 三 种 运 
T, 可 以 无 缝 地 实现 混合 模式 操作 ， 例 如 ， 如 果 需 要 求 一 个 int 和 float 之 和 ， 则 int KAD 
向 上 转换 (widening) 为 float。 该 规则 同样 适用 于 除法 运算 (如 果 一 个 操作 数 是 int 而 另 一 个 
操作 数 是 float)。 然 而 ， 当 两 个 操作 数 都 是 int (例如 ， 土 1/5 ) 时 ， 结 果 会 是 什么 呢 ? Python 
的 早期 版 本 ( <3.0) 采用 整数 除法 规则 : 1/5=0，-1/5=-1， 而 版 本 号 宇 3.0 的 Python M 
采用 实数 除法 规则 : 1/5=0.2，-1/5=-0.2。 这 是 一 个 潜在 的 坑 ， 但 很 容易 避免 ， 可 以 采 
用 整除 运算 符 //, 或 者 向 上 转换 其 中 的 一 个 操作 数 以 保证 运算 结果 没有 二 义 性 。 

Python 语言 具有 一 个 继承 于 C 语言 的 有 用 特性 。 假 设 我 们 希望 将 a 引用 的 浮 点 数 递增 
2， 很 显然 可 以 使 用 如 下 代码 : 


虽然 上 述 代 码 结果 正确 ， 但 若 使 用 如 下 单一 指令 ， 则 速度 更 快 、 效 率 更 高 : 








当然 ， 上 述 规则 同样 适用 于 其 他 算术 运算 符 。 
可 以 显 式 地 将 一 个 int 向 上 转换 到 一 个 float， 例如 ，float (4) 将 返回 结果 4. 或 者 
4.0。 把 一 个 float 向 下 转换 (narrowing) 到 一 个 int 的 算法 如 下 : 如 果 x 是 一 个 正 实数 ， 则 
存在 一 个 整数 m 和 一 个 浮 点 数 y， 满 足 : 
xXx=m+y， 其 中 0Sy<1.0 

在 Python 语言 中 ，float 向 下 转换 为 int 可 通过 int (x) 实现 ， 结 果 为 m。 如 果 x 为 负数 ， 
WW int (x)=-int(-x)。 该 规则 可 以 简洁 地 表述 为 “向 0 方向 截取 整数 "， 例 如 ，int (1.4)=1 
和 int(-1.4)=-1。 
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在 程序 设计 语言 中 ， 我 们 期 望 提 供 大 量 熟 悉 的 数学 函数 来 用 于 编程 。Fortran 语言 内 
置 了 最 常用 的 数学 函数 ， 但 在 C 语 言 家 族 中 ， 我 们 需要 在 程序 的 顶部 通过 一 个 语句 (如 
#include math.h) 导 和 人 数学 函数 。Python 语言 同样 需要 导 和 人 一 个 模块 ， 作 为 示例 我 们 讨 
$ math 模块 ， 该 模块 包括 许多 用 于 实数 的 标准 数学 函数 (模块 将 在 3.4 节 中 定义 )。 首 先 假 
设 我 们 不 知道 math 模块 包含 哪些 内 容 。 下 面 的 代码 片段 首先 加 载 模块 ， 然 后 列 出 其 内 容 的 
标识 符 。 





要 了 解 有 关 具 体 对 象 的 更 多 信息 ， 可 以 查阅 书面 文档 或 者 使 用 内 置 帮助 ， 例 如 在 
[Python 中 : 





如 果 读 者 非常 熟悉 模块 中 包含 的 内 容 ， 则 可 以 在 调用 函数 之 前 ， 在 代码 中 的 任何 地 方 使 
用 一 个 快速 的 解决 方案 来 蔡 换 上 面 的 导 人 命令 : 


| 
| 
ill 
| 


随后 ， 上 面 提 到 的 函数 可 以 直接 使 用 atan2(y,x) 的 方式 ， 而 不 是 math.atan2 (y,x) 
的 方式 ， 乍 看 起 来 这 非常 美妙 。 然 而 ， 还 存在 男 一 个 模块 cmath, hy ie Ee 
数 的 标准 数学 函数 。 接 下 来 假设 我 们 重复 使 用 上 述 快速 导入 解决 方案 : 


HA, atan2(y,x) 代表 哪 一 个 函数 呢 ? 可 以 把 一 个 实数 向 上 转换 到 一 个 复数 ， 而 反 
过 来 则 不 能 转换 ! ER, SCHAAR, import 语句 可 以 位 于 程序 中 的 任何 地 方 ， 只 要 在 
需要 其 内 容 的 代码 之 前 即 可 ， 所 以 混乱 正 静 静 地 等 待 着 破坏 用 户 的 计算 ! 当然 Python 也 意 
识 到 了 这 个 问题 ， 我 们 将 在 3.4 节 中 描述 推荐 的 工作 流程 。 


3.3.3 布尔 值 


为 了 完整 性 ， 这 里 我 们 将 讨论 布尔 值 或 者 bool, EH int 的 子 集 ， 包 含 两 个 可 能 的 值 
True 和 False， 大 致 等 同 于 1 和 0。 

假设 变量 box 和 boy 引用 bool 对 象 值 ; 则 表达 式 (如 “not box” “box and boy” 
和 “Box or boy”) 具有 特殊 的 含义 。 

int 和 float 类 型 值 (如 x、y) 定义 了 标准 的 相等 运算 符 ， 例 如 x==y (等 于 )、x!=y (不 
等 于 )。 为 了 提醒 读者 注意 Python 浮 点 数 的 局 限 性 ,下 面 是 一 个 简单 的 练习 ， 请 猜测 以 下 代 
码 行 的 运行 结果 ， 然 后 键 信 、 和 运行 该 行 代码 并 解释 其 执行 结果 。 
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对 于 比较 运算 符 “x>y”“x>=y”“x<y” 和 “x<=y”， 如 果 需 要 则 自动 进行 向 上 类 型 
转换 。 特 别 是 ，Python LIFA (chaining) 比较 运算 符 表 达 式 ， 以 方便 比较 运算 。 例 如 ， 
“0<=x<1<Yv>z” 等 同 于 : 





注意 ， 在 上 例 中 x 和 y 或 z 之 间 并 没有 进行 直接 比较 。 


3.3.4 复数 


前 文 已 经 介绍 了 三 种 数值 类 型 ， 它 们 构成 了 最 简单 的 Python 对 象 类 型 ， 它 们 是 更 复杂 
的 数值 类 型 的 基础 。 例 如 ， 有 理 数 可 以 用 一 对 整数 来 实现 。 在 科学 计算 中 ， 复 数 可 能 是 更 有 
用 的 复杂 数值 类 型 ， 它 是 使 用 一 对 实数 来 实现 的 。 虽 然 数学 家 通常 使 用 i 表示 VY-1 ,但 大 多 
数 工程 师 则 倾向 于 使 用 j， 而 Python 语言 采用 了 后 者 。 因 此 ， 一 个 Python 复数 可 以 显 式 地 
定义 为 诸如 c=1.5-0.4j 的 形式 。 请 仔细 观察 该 语法 : j (也 可 以 使 用 大 写 的 J) 紧 跟 在 浮 
点 数 的 后 面 ， 中 间 没 有 包括 符号 “ * ”。 另 一 种 把 一 对 实数 a 和 转换 为 一 个 复数 的 语法 是 
c=complex(a，b) 。 也 可 以 使 用 下 列 语法 把 上 面 语 句 中 征 义 的 复数 c 转换 为 实数 : c.Feal 
返回 实数 ai c.imag 返回 实数 5。 另外， 语法 c.conjugate() 将 返回 复数 c HARK. 
有 关 复 数 属性 的 语法 将 在 3.10 节 详 细 讨 论 。 

Python 复数 支持 五 种 基本 的 算术 运算 ， 并 且 在 混合 运算 模式 中 ， 将 自动 进行 向 上 数值 
类 型 转换 。 另 外 ， 还 包含 一 个 针对 复数 运算 的 数学 函数 库 ， 这 需要 导 人 库 cmath， 而 不 是 
math。 然 而 ,根据 显而易见 的 原因 ， 复 数 没有 定义 前 文 描 述 的 涉及 排序 的 比较 运算 ,但 可 
以 使 用 等 于 运算 符 以 及 不 等 于 运算 符 。 

到 此 为 止 ， 读 者 已 经 学 习 了 足够 的 Python 知识 ， 可 以 将 Python 解释 器 作为 一 个 复杂 的 
包含 五 种 功能 的 计算 器 来 使 用 ， 强 烈 建 议 读者 尝试 一 些 自己 的 示例 。 


3.4 名 称 空间 和 模块 


当 Python 正在 运行 时 ， 它 需要 保存 已 分 配给 对 象 的 那些 标识 符 列表 ， 此 列表 被 称 为 名 
称 空 间 (namespace)， 并 且 作 为 Python 对 象 ， 名 称 空间 也 具有 标识 符 。 例 如 ， 当 在 解释 器 中 
工作 时 ， 名 称 空间 具有 一 个 不 大 好 记忆 的 名 称 : maino 

Python 的 优势 之 一 是 它 能 够 包含 由 读者 或 者 其 他 人 编写 的 文件 (其 中 包含 对 象 、 函 数 
等 )。 为 了 实现 这 种 包含 其 他 文件 的 功能 ， 假 设 读者 已 经 创建 了 一 个 包含 可 以 重用 的 对 象 
(如 objl1 和 objz2 ) 的 文件 ， 并 且 保 存 了 文件 (例如 ， 保 存 为 fo00 .py， 其 后 缀 必须 为 .py。 
请 注意 ， 对 于 大 多 数 文本 编辑 器 而 言 ， 都 要 求 该 文件 后 缀 为 .py， 以 便 支 持 处 理 Python 代 
码 )。 这 种 Python 文件 被 称 为 模块 (module)。 模 块 ( foo.py) 的 标识 符 为 foo， 即 其 文件 
主 名 ， 不 包括 其 后 级 。 

在 后 续 的 Python 会 话 中 ， 可 以 通过 下 列 语 名 导入 该 模块 : 
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( 当 首 次 导入 该 模块 时 ， 会 将 其 编译 成 字 节 码 并 写 人 磁盘 文件 fo0 .pyc。 在 随后 的 导入 中 ， 
解释 器 直接 加 载 这 个 预 编译 的 字 节 码 ， 除 非 foo .py 的 修改 日 期 更 近 ， 在 这 种 情况 下 ， 将 自 
动 生 成 文件 foo .pyc 的 新 版 本 。) 

上 述 导 入 语 名 的 作用 是 引入 模块 的 名 称 空间 foo， 随 后 可 以 借助 如 下 方法 来 使 用 foo 
中 的 对 象 ， 例 如 标识 符 foo .objl 和 foo.obj2。 如 果 能 够 确信 obj1 和 obj2 不 会 与 当前 
名 称 空间 中 的 标识 符 冲 突 ， 则 也 可 以 通过 下 列 语句 直接 导入 obj1 和 obj2， 然 后 使 用 诸如 







使 用 3.3.2 节 中 的 “快速 导入 ”方法 ， 则 等 同 于 如 下 语句 : 





该 语句 导入 模块 foo 名 称 空间 中 的 所 有 对 象 。 如 果 当 前 名 称 空间 中 已 经 存在 一 个 标识 符 
obj1， 则 导入 过 程 将 覆盖 标识 符 obj1， 通 常 这 意味 着 原来 的 对 象 将 无 法 被 访问 。 例 如 ， 假 


该 导入 语句 将 把 gamma 覆盖 为 (复数 ) gamma 函数 ! 另外 要 注意 ， 由 于 import 语句 可 以 
在 Python 代码 的 任何 位 置 出 现 ， 因 此 使 用 该 导入 方法 将 导致 潜在 的 混乱 。 
除非 是 在 解释 器 中 进行 快速 的 解释 工作 ， 否 则 最 佳 实践 方案 








该 语句 出 现在 2.5 节 中 的 两 个 代码 片段 内 。 第 一 次 出 现在 文件 fib.py 中 。 现 在 ， 如 果 我 们 
将 这 个 模块 导入 解释 器 中 ， 那 么 它 的 名 称 是 fib， 而 不 是 main ， 因 此 这 个 代码 行 后 面 
的 代码 行将 被 忽略 。 但 是 ， 在 开发 模块 中 的 函数 时 ， 通 常 直接 通过 srun 命令 运行 模块 ， 此 
时 (正如 本 节 开 始 时 所 解释 的 ) BORA AREA main 名称 空 间 ， 所 以 满足 代码 行 中 的 
if 条 件 ， 继 而 将 执行 随后 的 代码 。 在 实践 中 ， 这 种 方法 非常 便利 。 在 开发 一 系列 对 象 (如 


函数 ) 时 ， 我 们 可 以 在 附近 编写 辅助 测试 功能 代码 。 而 在 生产 模式 中 ,通过 import 语句 导 
人 模块 时 ， 这 些 辅助 功能 代码 被 有 效 地 “注释 ”了 。 


3.5 容器 对 象 


计算 机 的 有 用 性 很 大 程度 上 取决 于 它们 能 快速 执行 重复 性 任务 的 能 力 。 因 此 ， 大 多 数 
程序 设计 语言 都 提供 容器 对 象 ， 通 常 称 为 数组 ， 它 可 以 存储 大 量 相同 类 型 的 对 象 ， 并 通过 
索引 机 制 检 索 它 们 。 数 学 回 量 将 对 应 于 一 维 数组 ， 而 和 矩阵 对 应 于 二 维 数组 。 令 人 惊讶 的 是 ， 
Python 核心 语言 竟然 没有 数组 概念 。 相 反 ， 它 有 更 加 通用 的 容器 对 象 : 列表 (list)、 元 组 
(tuple)、 字 符 串 (string) 和 字典 (dict)。 我 们 很 快 就 会 发 现 ， 可 以 通过 列表 来 模拟 数组 对 象 ， 
这 就 是 以 前 在 Python 中 进行 数值 处 理 的 工作 方式 。 由 于 列表 的 通用 性 ， 这 种 模拟 方法 与 
Fortran 或 者 C 中 的 等 价 结构 相 比 要 耗费 更 多 的 时 间 ， 其 数值 计算 缓慢 理所当然 地 为 Python 
带 来 了 坏 名 声 。 开 发 人 员 提 出 了 各 种 方案 来 缓解 这 个 问题 ， 现 在 他 们 已 经 提出 了 标准 的 解决 
方案 ， 就 是 使 用 NumPy 附加 模块 (将 在 第 4 BCP). NumPy 的 数组 具有 Python 列表 的 通 
用 性 ， 但 其 内 部 实现 为 C 的 数组 ， 这 显著 地 减少 (但 并 非 完 全 消除 ) 了 其 速度 损失 。 然 而 ， 
本 节 将 详细 讨论 这 些 核心 容器 对 象 ， 以 进行 大 量 的 科学 计算 工作 。 它 们 擅长 “行政 、 夭 记 杂 
务 ”"; 而 这 正 是 Fortran 和 C 语言 的 弱项 = 用 于 特大 数量 的 数值 处 理 的 数值 数组 则 推迟 到 下 
一 章 , 但 是 对 数值 特别 感 兴趣 的 读者 也 需要 理解 本 节 的 内 容 ， 因 为 本 节 的 知识 点 将 延续 到 下 
一 章 。 


3.5.1 列表 
请 读者 在 [Python 终端 输入 并 执行 如 下 代码 片段 : 





的 有 序 序列 。 它 本 身 是 一 个 Python 对 象 ， 可 以 被 赋值 给 一 个 Python 标识 符 (例如 第 2 行 )。 
与 数组 不 同 ， 不 要 求 列表 的 元 素 都 是 相同 类 型 。 在 第 3 行 和 第 4 行 中 ,我 们 看 到 在 创建 列表 
时 ， 标 识 符 被 它 所 引用 的 对 象 替换 ， 例 如 ， 一 个 列表 可 以 是 另 一 个 列表 中 的 元 素 。 初 学 者 应 
该 再 次 参考 图 3-1。 注 意 列表 是 对 象 ， 而 不 是 标识 符 。 在 第 5 行 中 ,我 们 调用 一 个 非常 有 用 
的 Python 函数 len() ， 它 返回 列表 的 长 度 ， 这 里 的 返回 结果 是 4。( Python 函数 将 在 3.8 节 
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中 讨论 。 同 时 ， 我 们 可 以 在 [Python 中 通过 输入 “1len?” 来 了 解 len 的 用 途 。) 我 们 可 以 通 
过 类 似 第 7 行 的 构造 语句 来 重复 列表 内 容 ， 第 8 行 的 代码 用 于 拼接 列表 。 我 们 可 以 将 项 目 追 
加 到 列表 的 末尾 (如 第 9 行 )。 这 里 v.append() 是 男 一 个 有 用 的 函数 ， 仅 适用 于 列表 。 读 
者 可 以 尝试 v.append 或 者 help(v.append)， 以 查看 其 帮助 信息 。 男 外 ， 输入 list. 然 
后 按 Tab 键 或 者 执行 help (1ist) 命令 ,将 显示 列表 对 象 的 内 置 函数 。 它 们 类 似 于 3.3.4 节 
中 的 c.conjugate(). 


3.5.2 ”列表 索引 


我 们 可 以 通过 索引 来 访问 列表 的 元 素 u[i]， 其 中 i 是 一 个 整数 ， 并 且 iE [0, len(u)). 
HES, KIA ulol 开始 , Bullen(u)-1) 结束 。 到 目前 为 止 ， 这 与 数组 索引 访问 A 
如 C 或 者 Fortran 语言 ) 十 分 相似 。 然 而 ,一 个 Python 列表 (例如 4a)“ 知道 ”其 长 度 ， 因 此 
我 们 也 可 以 以 相反 的 顺序 来 索引 访问 元 素 u[len(u)-k] ， 其 中 kE(0, len(u)], Python 将 其 
缩写 为 u[-k] 。 这 种 方法 非常 便利 。 例 如 ， 任 何 列表 w 的 第 一 个 元 素 都 可 以 通过 w[0] 来 访 
问 ， 而 其 最 后 的 元 素 可 以 通过 w[-1] 来 访问 。 图 3-2 的 中 间 部 分 显示 了 一 个 长 度 为 8 的 列 
表 的 两 组 索引 。 使 用 上 面 的 代码 片段 ， 请 读者 猜测 一 下 对 应 于 v[1] 和 v[-3] 的 对 象 ， 并 
使 用 解释 器 来 检查 答案 。 


u[2:6] 或 u[2:-2] |cldlelf 











0901121314151617 
alblecldlelflgln 
-8]-7}-6] -5]-4] -3]-2]-1 


u[6:2:-1] BK uf-2:-6:-1] | gf f Je] d! 


3-2 ”长度 为 8 的 列表 的 索引 和 切片 。 中 间 部 分 显示 u 的 内 容 及 其 两 组 索引 ， 通 过 这 些 
索引 可 以 访问 其 元 素 。 上 面部 分 显示 了 一 个 长 度 为 4 的 切片 的 内 容 〈 按 正 序 )。 下 面 
部 分 显示 了 男 一 个 切片 的 内 容 〈 按 逆序 ) 


乍 一 看 ， 该 功能 似乎 只 是 一 个 很 小 的 增强 ， 但 当 与 切片 和 可 变性 的 概念 结合 起 来 时 ， 它 
就 变 得 非常 强大 ， 我 们 接 下 来 将 介绍 这 些 概念 。 因 此 ， 读 者 必须 清楚 地 理解 负数 索引 所 代表 
的 含义 。 


3.5.3 ”列表 切片 


给 定 一 个 列表 u， 我 们 可 以 通过 切片 操作 来 构造 更 多 的 列表 。 切 片 最 简单 的 形式 是 
u[start:end] ， 结 果 是 一 个 长 度 为 end-start 的 列表 ， 如 图 3-2 所 示 。 如 果 切 片 操作 位 
于 赋值 语句 的 右 侧 ， 则 会 创建 一 个 新 的 列表 。 例 如 ，su=u[2:6] 将 创建 一 个 包含 4 个 元 素 
的 新 列表 ， 其 中 su[0] 初始 化 为 u[2] 。 如 果 切 片 操作 位 于 赋值 语句 的 左 侧 ， 则 不 会 生成 新 
的 列表 。 相 反 ， 它 允许 我 们 改变 现 有 列表 中 元 素 块 的 值 。 这 里 包含 一 些 C 语言 和 Fortran if 
言 用 户 可 能 不 大 熟悉 的 重要 新 语法 。 
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阅读 如 下 简单 示例 ， 它 说 明了 各 种 可 能 的 操作 ; 一 旦 理解 其 含义 ， 便 建议 读者 进一步 尝 
试 自己 的 实验 ， 最 好 在 [Python 终端 模式 下 进行 操作 。 











WR start 为 0， 则 可 以 省 略 ， 例 如 ，u[:-1] Æ u WRR 
在 男 一 端 同样 适用 ,u[1:] Æ u 的 除 第 一 个 元 素 之 外 的 副本 ,而 u[:] Æ u 的 副本 。 这 里 ， 
我 们 假设 切片 操作 位 于 赋值 语句 的 右 侧 。 切 片 操 作 的 更 一 般 的 语法 形式 为 su = ulstart: 
end:step] ， 结 果 su 包含 元 素 u[start]、u[start+step]、u[start+2*step] 等 ， 
直到 索引 大 于 或 者 等 于 start+end。 因 此 ， 以 上 述 示 例 中 的 列表 习 为 例 ， 结 果 为 u[12: 
-1:2]=[2,4,6]。 一 个 特别 有 用 的 选项 是 step=-1， 它 允许 以 相反 方向 遍历 列表 。 请 参 
见 图 3-2 中 的 示例 。 


3.5.4” 列 表 的 可 变性 


对 于 任何 容器 对 象 u， 如 果 可 以 修改 其 元 素 或 者 切片 操作 ， 而 无 须 对 对 象 标 识 符 进行 任 
何 明 显 的 更 改 ， 则 可 称 这 样 的 对 和 象 为 可 变 对 象 ( mutable)。 特 别 是 ， 列 表 是 可 变 对 象 。 对 于 
粗心 大 意 的 程序 员 ， 可 变 对 象 将 是 一 个 陷阱 。 请 阅读 如 下 代码 : 











前 5 行 代码 很 容易 理解 : a 赋值 给 对 象 4，b 也 赋值 给 同一 个 对 象 。 随 后 b 赋值 给 对 
象 'foo' ， 而 这 不 会 改变 ao 在 第 6 行 代码 中 ，u 被 赋值 给 一 个 列表 对 象 ; 在 第 7 行 代码 中 ， 
v 也 赋值 给 同一 个 列表 对 象 。 由 于 列表 是 可 变 对 象 ， 因 此 我 们 在 第 8 行 中 改变 了 列表 对 象 的 
第 2 个 元 素 。 第 9 行 显示 了 改变 结果 。 但 是 u 同时 指向 同一 个 对 象 (参见 图 3-1 )， 第 10 行 
表明 结果 也 被 改变 。 虽 然 逻 辑 清晰 无 误 ， 但 这 也 许 不 是 我 们 期 望 的 结果 ， 因 为 u 没有 被 显 式 
地 修改 。 

请 务必 牢记 前 面 关 于 切片 的 结论 : 一 个 列表 的 切片 总 是 一 个 新 的 对 象 ， 即 使 切片 的 维度 
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与 原始 列表 相同 。 因 此 ,请 把 上 一 个 代码 片段 中 的 第 6 一 10 行 与 下 面 代 码 片段 进行 比较 





该 代码 片段 中 的 第 2 行 创建 了 一 个 切片 对 象 ， 它 是 第 1 行 定义 的 对 象 的 一 个 拷贝 9。 
此 ， 修 改 列 表 v 不 会 影响 列表 u， 反 之 亦 然 。 

列表 是 非常 通用 的 对 象 ， 并 且 存 在 许多 可 以 生成 列表 对 象 的 Python 函数 。 我 们 将 在 本 
书 的 其 余部 分 讨论 列表 生成 。 


3.5.5 ”元 组 


下 一 个 要 讨论 的 容器 是 元 组 ( tuple)。 在 语法 上 ， 元 组 与 列表 的 唯一 差别 是 使 用 0) 而 不 
是 [] 作为 分 隔 符 ,元 组 同样 也 支持 类 似 于 列表 的 案 引 和 切片 操作 。 然 而 ， 存 在 一 个 重要 的 
区 别 : 我 们 不 能 修改 元 组 元 素 的 值 ， 即 元 组 是 不 可 变 对 象 (immutable)。 和 在 一 看 ,元 组 似乎 
完全 是 多 余 的 。 那 为 什么 不 使 用 列表 呢 ? 然而 ， 元 组 的 不 可 变性 具有 一 个 优点 : 当 需 要 一 个 
标量 时 ， 我 们 可 以 使 用 元 组 ; 并 且 在 许多 情况 下 ， 当 没有 歧义 时 ， 我 们 可 以 省 略 括号 0， 事 
实 上 这 是 使 用 元 组 的 最 常见 方式 。 请 阅读 如 下 代码 片段 ， 我 们 用 两 种 不 同 的 方式 来 对 元 组 进 
行 赋 值 。 





第 2 行 显示 了 如 何 使 用 单个 赋值 运算 符 来 进行 多 个 标量 赋值 。 这 在 我 们 需要 交换 两 个 对 
象 ， 或 者 交换 两 个 标识 符 (如 a ALI) 的 常见 情况 下 非常 有 效 。 交 换 两 个 对 象 的 传统 方法 
如 下 : 


许多 程序 设计 语言 都 采用 这 种 方式 ,假设 temp、a 和 L1 都 指向 相同 的 数据 类 型 。 然 
而 ，Python 语言 可 以 采用 如 下 方式 实现 相同 的 任务 : 


这 种 方式 更 加 清晰 、 简 洁 ， 并 且 适 用 于 任意 数据 类 型 。 
元 组 的 另 一 个 用 途 (可 能 是 最 重要 的 用 途 ) 是 将 可 变数 量 的 参数 传递 给 函数 的 能 力 ， 这 


日 ”为 了 完整 性 ， 我们 应 该 注意 到 这 是 一 个 小 拷贝 。 如 果 u 包含 一 个 可 变 的 元 素 ， 例如 男 一 个 列表 w， 则 vv 
的 相应 元 素 仍 然 会 访问 原始 的 w。 为 了 防止 这 种 情况 ， 我 们 需要 一 个 深 拷 贝 来 获得 及 其 当前 内 容 的 不 
同 但 准确 的 拷贝 。 有 关 进 一 步 的 细节 ， 请 研究 copy 模块 。 换 而 言 之 ， 请 尝试 import copy, MAMA 
命令 copy?。 





Python M AKE 29 


将 在 3.8.4 节 讨 论 。 最 后 ,我 们 注意 到 一 个 经 常 让 初学 者 迷惑 的 语法 : 我 们 有 时 需要 一 个 只 
有 一 个 元 素 (如 foo) 的 元 组 。 表 达 式 (foo) 的 求 值 结果 是 去 掉 插 号 仅 保留 元 素 。 正 确 的 元 
组 构造 语法 是 (foo, ) 。 
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虽然 前 文 已 经 涉及 字符 串 ， 但 我 们 注意 到 ，Python 将 字符 串 视 为 包含 字母 数字 字符 的 
不 可 变 容器 对 象 。 在 项 目 之 间 没 有 逗号 分 隔 符 。 字 符 串 分 隔 符 既 可 以 是 单 引号 也 可 以 是 双 引 
号 , 但 不 能 混合 使 用 。 未 使 用 的 分 隔 符 可 以 出 现在 字符 串 中 ， 例 如: 





字符 串 同样 支持 类 似 于 列表 的 索引 和 切片 操作 。 
有 两 个 与 字符 串 相关 的 非常 有 用 的 转换 函数 。 当 函数 str () 应 用 到 Python 对 象 时 ， 结 
果 返 回 该 对 象 的 字符 串 表 示 形 式 。 在 使 用 过 程 中 ， 函 数 eval 充当 str () HERM. WA 


读 如 下 代码 片段 : 





字符 串 对 于 数据 的 输入 非常 有 用 ， 而 最 重要 的 是 从 打印 函数 生成 格式 化 输出 (参见 3.8.6 
o R wia Ar 


3.5.7 ”字典 


如 前 所 述 ， 列 表 对 象 是 对 象 的 有 序 集合 ， 字 典 对 象 则 是 对 象 的 无 序 集合 。 我 们 不 能 根据 
元 素 的 位 置 来 访问 元 素 ， 而 必须 分 配 一 个 关键 字 (一 个 不 可 变 对 象 ， 通 常 是 一 个 字符 串 ) 来 
标识 元 素 。 因 此 字典 是 一 对 对 象 的 集合 ， 其 中 第 一 个 项 目 是 第 二 个 项 目的 键 。 键 -对 象 ( 即 
键 - 值 ) 一 般 书写 为 key :object。 我 们 通过 键 而 不 是 位 置 来 获取 字典 的 项 目 。 字 典 的 分 隔 
符 是 花 括号 {}。 下 面 是 一 个 简单 的 例子 ， 用 于 说 明 有 关 字 典 的 基本 操作 。 





被 注释 了 的 第 3 行 是 等 同 于 第 2 行 的 字典 构造 方法 。 第 4 行 显示 了 如 何 ( 非 正 式 地 ) 
向 字典 中 添加 新 项 。 这 说 明了 字典 的 主要 数值 用 法 : 传递 数目 不 确定 且 可 变 的 参数 。 另 
一 个 重要 用 途 是 函数 中 的 关键 字 参 数 (参见 3.8.5 节 )。 一 种 更 为 复杂 的 应 用 将 在 8.5.2 节 
讨论 。 
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字典 的 用 途 非常 广泛 ， 具 有 许多 其 他 属性 ， 并 且 在 更 -- 般 的 上 下 文中 有 许多 应 用 ,详情 
请 参阅 其 他 教科 书 。 
3.6 Python 的 if£ 语句 


通常 ，Python 按 语句 编写 的 顺序 依次 执行 。if 语句 是 改变 执行 顺序 的 最 简单 方法 ， 每 
种 程序 设计 语言 都 包含 if 语句 。Python 中 最 简单 的 if 语句 语法 格式 如 下 : 


< 布尔 表达 式 > 的 求 值 结果 必须 为 True 或 者 False。 如 果 为 True， 则 执行 < 代码 块 
1>， 然 后 执行 < 代码 块 2> (程序 的 剩余 部 分 ); 如 果 < 布尔 表达 式 > X False, MHT 
< 代码 块 2>。 注 意 ，if 语句 以 冒号 ( :) 结束 ， 这 表明 必须 紧 跟 一 个 代码 块 。 不 使 用 括号 分 
隔 符 的 优点 是 逻辑 更 简单 ， 但 缺点 是 必须 仔细 保证 缩 进 的 一 致 性 。 所 有 支持 Python 语言 的 
编辑 器 都 会 自动 进行 处 理 。 

以 下 代码 片段 是 if 语句 和 字符 串 的 简单 应 用 示例 : 


if 语句 的 简单 通用 语法 格式 如 下 : 


执行 < 代码 块 1> 或 者 < 代码 块 2>， 然 后 执行 < 代码 块 3>。 
我 们 可 以 级 联 it 语句 ， 并 且 可 以 使 用 一 个 简便 缩写 clit, HER, DAHA 
辑 代 码 块 ， 如 果 特 定 的 代码 块 不 需要 执行 任何 操作 ， 则 需要 包含 一 条 空 语句 pass, 例如: 
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如 果 < 布尔 表达 式 1> 为 True， 则 执行 < 代码 块 1> 和 < 代码 块 5> ; 如 果 < 布尔 表达 
式 1> 为 False 并 且 < 布 尔 表达 式 2> 为 True， 则 执行 < 代码 块 2> 和 < 代码 块 5>。 但 是 ， 
如 果 < 布 尔 表达 式 1> 和 < 布尔 表达 式 2> 均 为 False， 而 < 布尔 表达 式 3> 为 True， 则 
仅仅 执行 < 代码 块 5>。 如 果 < 布 尔 表达 式 1>、< 布尔 表达 式 2> 和 < 布尔 表达 式 3> HA 
False， 则 执行 < 代码 块 4> 和 < 代码 块 5>。 

经 常 出 现 的 情况 是 一 种 具有 简洁 表达 式 的 结构 ， 例 如 : 





在 C 语 言 家 族 中 ， 有 一 种 缩写 形式 。 在 Python 语言 中 ， 上 述 代 码 片 段 可 以 简写 为 如 下 
清晰 明了 的 一 条 语句 : 





3.7 循环 结构 


计算 机 能 够 快速 地 重复 一 系列 动作 。Python 包含 两 种 循环 结构 ，for 循环 结构 和 
while 循环 结构 。 


3.7.1 Python 的 for 循环 结构 


这 是 最 简单 的 循环 结构 ， 所 有 的 程序 设计 语言 都 包含 该 结构 ， 例 如 C 语言 家 族 中 的 
for 循环 结构 和 Fortran 语言 中 的 do 循环 结构 。Python 循环 结构 是 这 些 循环 结构 中 更 为 通 
用 、 更 为 复杂 的 演化 升级 。 其 最 简单 的 语法 格式 如 下 : 


这 里 < 可 迭代 对 象 > (iterable) 是 任何 容器 对 象 。< TEVA > (iterator) 是 可 以 用 来 逐 
个 访问 容器 对 象 的 元 素 的 任何 变量 。 如 果 < 可 迭代 对 象 > 是 一 个 有 序 容器 (如 列表 a), BB 
么 < 迭代 变量 > 可 以 是 索引 列表 范围 内 的 整数 1。 上 面 的 代码 将 包括 类 似 于 afril 的 引用 。 

这 些 听 起 来 很 抽象 ， 所 以 需要 详细 说 明 。 许 多 传统 的 C 语言 和 Fortran 语言 的 用 途 将 被 
推迟 到 第 4 章 ， 因 为 这 些 语 言 只 能 为 本 章 描述 的 核心 Python 提供 非常 低 效 的 实现 。 我 们 从 
一 个 简单 但 非常 规 的 例子 开始 9。 








”如 果 用 户 正 在 使 用 Python 宇 3.0 的 版 本 ， 则 该 代码 将 产生 错误 。 具 体 请 参阅 3.8.7 节 以 找 出 错误 的 原因 ， 
以 及 如 何 做 细微 的 修改 来 修正 该 代码 片段 。 
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此 处 使 用 < 作为 循环 迭代 变量 ,将 覆盖 前 面 标识 符 c AFR RF RARI RP 
的 每 一 个 字符 ， 执 行 代码 块 ( 此 处 仅 打印 输出 其 值 )。 循环 完 所 有 的 字符 后 ， 循 环 终止 ，c 
指向 最 后 一 个 循环 值 。 

乍 一 看 ， 似 乎 < 迭代 变量 > 和 < 可 迭代 对 象 > 都 必须 是 单个 对 象 ， 但 我 们 可 以 通过 使 
用 元 组 来 绕 过 这 个 要 求 ( 该 方法 经 常 被 使 用 )。 例 如 ， 假设 z 蚌 一 个 长 度 为 2 的 元 组 列表 ， 
则 包含 两 个 元 组 变量 的 语法 格式 如 下 : 


这 是 完全 人 允许 的 。 对 于 另 一 种 更 一 般 的 用 法 ， 请 参见 将 在 4.4.1 WPAN zip 函数 。 
在 展示 更 传统 的 用 法 之 前 ， 我 们 需要 介绍 Python 内 置 的 range 函数 。 其 一 般 语 法 格式 
如 下 ; 


range 函数 生成 一 个 整数 列表 : [start,start+step,start+2*step,...]， 每 个 
整数 都 小 于 end, (RITE 3.5.3 节 曾 讨论 过 这 个 概念 。) Hab, step 是 可 选 参数 ， 其 缺 省 值 
Al; start 也 是 可 选 参数 ， 其 缺 省 值 为 0。 因 此 range (4) 的 结果 为 [0,1,2,3]。 请 阅 
读 如 下 代码 : 





注意 ,循环 是 在 for 语句 的 执行 过 程 中 设置 的 。 代 码 块 可 以 改变 迭代 变量 ， 但 不 能 改 
变 循环 。 请 尝试 运行 如 下 简单 示例 : 





应 该 强调 的 是 ， 这 些 例子 中 的 循环 体 没有 太 大 意义 ， 但 实际 不 一 定 如 此 。Python 提供 
了 两 种 不 同 的 方法 来 动态 地 改变 循环 执行 过 程 中 的 控制 流 。 在 实际 情况 中 ， 它 们 当然 可 以 出 
现在 同一 个 循环 内 。 


3.7.2 Python 的 continue 语句 
请 阅读 如 下 语法 格式 示例 : 
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这 里 的 < 测试 1> 返回 一 个 布尔 值 ， 可 以 假设 是 < 代码 块 1> 中 行为 的 结果 。 在 每 次 循 
环 时 ， 都 会 检查 其 值 ， 当 其 结果 为 True 时 ， 控 制 将 传递 到 循环 的 顶部 ， 从 而 递增 < 和 迭代 变 
量 >， 然 后 进行 下 一 次 循环 。 如 果 < 测试 1> 返回 False， 则 执行 < 代码 块 2>， 之 后 控制 传 
递 到 循环 的 顶部 。 在 循环 结束 (以 通常 方式 ) 后 ， 执 行 < 代码 块 5>。 


3.7.3 Python 的 break 语句 


break 语句 允许 中 断 循 环 ， 也 可 以 通过 使 用 一 个 else 子 句 ， 得 到 不 同 的 结果 。 其 基本 









”如 果 在 任何 一 次 循环 中 < 测试 2> 的 求 值 结果 为 True， 则 退出 循环 ， 并 且 探 制 传递 到 
< 代码 块 5>。 如 果 < 测试 2> 的 求 值 结果 始终 是 False， 则 循环 以 正常 的 方式 终止 ， 并且 控 
制 首先 传递 到 < 代码 块 4>， 最 后 传递 到 < 代码 块 S>。 作 者 发 现 这 里 的 控制 流 有 悖 直觉 ， 但 
在 此 上 下 文中 使 用 el se 子 句 是 可 选 的 ， 而 且 很 少见 。 请 阅读 以 下 的 简单 示例 。 







一 种 意 想不到 但 常常 需要 完成 的 任务 是 : 给 定 一 个 列表 L1， 需 要 构造 第 二 个 列表 12, 
它 的 元 素 是 第 一 个 列表 相应 元 素 的 某 个 固定 函数 的 值 。 传 统 的 方法 是 通过 一 个 for 循环 来 
实现 。 例如， 生成 一 个 列表 的 各 元 素 的 平方 的 列表 。 
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Skil, Python 可 以 通过 列表 解析 (list comprehension) 来 使 用 一 行 代码 实现 这 种 循环 
操作 : 






列表 解析 不 仅 更 简洁 ， 而 且 更 快速 ， 特 别 是 针对 长 列表 ， 因 为 无 须 显 式 构 造 for 循环 
结构 。 

列表 解析 的 用 途 比 上 述 代码 更 加 广泛 。 假 设 我 们 仅仅 需要 为 列表 21 中 的 奇数 元 素 构造 
列表 L2， 则 代码 如 下 : 





假设 有 一 个 平面 上 的 点 的 列表 ， 其 中 点 的 坐标 存储 为 元 组 ， 并 且 还 要 求 计算 这 些 点 和 原 
点 的 欧 几 里 得 距离 。 相 应 的 代码 如 下 : 






接 下 来 有 一 个 矩形 网 格 的 坐标 点 ， 其 中 x 坐标 存储 在 一 个 列表 中 ，y 坐标 存储 在 另 一 个 
列表 中 。 可 以 使 用 如 下 代码 来 计算 距离 列表 : 









列表 解析 是 Python 的 一 个 特性 ， 尽 管 最 初 不 容易 理解 ， 但 还 是 非常 值得 掌握 的 。 
3.7.5 Python 的 while 循环 


Python 语言 支持 的 另 一 种 非常 有 用 的 循环 结构 是 while 循环 。 其 最 简单 的 语法 格式 
如 下 : 






这 里 < 测试 表达 式 > 是 一 个 表达 式 ， 其 求 值 结果 为 布尔 对 象 。 如 果 求 值 结果 为 True, 
则 执行 < 代码 块 1> ; 否则 控制 权 转 移 到 < 代码 块 2>。 每 次 结束 执行 < 代码 块 > 后 ， 重 
新 求 < 测试 表达 式 >， 并 重复 该 过 程 。 因 此 下 列 代码 片段 在 没有 外 界 干扰 的 情况 下 将 无 限 
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循环 : 






All for 循环 结构 一 样 ，while 循 环 中 也 可 以 使 用 else、continue Ml break FJ. 
continue 和 break 子 句 同样 可 用 于 缩减 循环 执行 步骤 或 者 退出 循环 。 特 别 值得 注意 的 是 ， 
如 果 上 述 代码 片段 中 使 用 了 break 子 句 ， 则 将 变 得 大 有 有 用途。 这 些 在 3.7.3 节 曾 讨论 过 。 


3.8 AŽ 


函数 (或 者 子 程序 ) 是 将 一 系列 语句 组 合 在 一 起 ， 并 且 可 以 在 程序 中 执行 任意 次 数 。 为 
了 增加 通用 性 ， 我 们 提供 可 以 在 调用 时 改变 的 输入 参数 。 函 数 可 以 返回 数据 ， 也 可 以 不 返回 
数据 。 

在 Python 中 ， 函 数 和 其 他 任何 东西 一 样 ， 都 是 对 象 。 我 们 首先 讨论 函数 的 基本 语法 和 
作用 范围 的 概念 ， 然 后 在 3.8.2~3.8.5 节 中 讨论 输入 参数 的 性 质 。( 这 个 顺序 似乎 不 合 逻 辑 ， 
但 输入 参数 的 多 样 性 是 极其 丰富 的 。) 


3.8.1 语法 和 作用 范围 


Python 函数 可 以 定义 在 程序 的 任何 地 方 ， 但 必须 是 在 实际 使 用 之 前 。 甚 基本 语法 如 下 
面 的 伪 代 码 所 示 : 






对 象 。 可 以 使 用 满足 通常 规则 的 标识 符 名 称 ， 当 然 稍 后 也 可 以 修改 标识 符 名 称 。 括 号 () 是 
必需 的 。 在 括号 中 ， 可 以 插 人 用 去 号 分 隔 的 零 个 、 一 个 或 者 多 个 变量 名 ， 称 之 为 参数 。 最 后 
的 冒号 也 是 必需 的 。 

接 下 来 是 函数 的 主体 ， 即 要 执行 的 语句 系列 。 正 如 我 们 已 经 看 到 的 ， 这 些 代码 块 必须 缩 
进 。 函 数 体 的 结束 由 返回 到 与 det 语句 相同 的 缩 进 水 平 来 标识 。 在 极 少数 情况 下 ， 我 们 可 
能 需要 定义 一 个 函数 ， 但 延迟 实现 函数 体 的 内 容 ; 在 这 个 初始 阶段 ， 函 数 体 应 该 使 用 一 条 空 
语句 pass。 虽 然 不 是 必需 的 ， 但 这 是 惯例 并 且 强 烈 推荐 ， 在 函数 头 和 函数 体 之 间 包 含 文档 
字符 串 (docstring)， 用 以 描述 函数 的 具体 功能 。 文 档 字符 串 是 用 一 对 三 引号 括 起 来 的 任意 格 
式 的 文本 ， 可 以 跨越 一 行 或 者 多 行 。 包 含 文档 字符 串 信 息 可 能 看 起 来 无 关 紧 要 ， 但 事实 上 十 
分 重要 。 函 数 len 的 作者 编写 了 该 函数 的 文档 字符 串 ， 因 此 用 户 可 以 在 3.5.1 节 通 过 len? 
获取 文档 字符 串 的 帮助 信息 。 

函数 体 的 定义 引入 了 一 个 新 的 私有 和 名称 空间 ， 当 函数 体 代 码 的 执行 结束 时 ， 该 私有 名 
称 空间 将 被 销毁 。 调 用 函数 时 ， 这 个 名 称 空间 将 导入 det 语句 中 作为 参数 的 标识 符 ， 并 将 
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指 回 调用 函数 时 参数 所 指向 的 对 象 。 在 函数 体 中 引入 的 新 标识 符 也 属于 这 个 名 称 空间 。 当 
然 ， 该 函数 是 在 包含 其 他 外 部 标识 符 的 名 称 空间 内 定义 的 。 那 些 与 函数 参数 或 者 函数 体 中 已 
经 定义 好 的 标识 符 具 有 相同 名 称 的 标识 符 在 私有 名 称 空间 中 不 存在 ， 因 为 它们 会 被 那些 私有 
参数 覆盖 。 其 他 名 称 在 私有 和 名称 空 间 中 是 可 见 的 ,但 强烈 建议 不 要 使 用 它们 ， 除 非 用 户 绝对 
确定 每 次 调用 函数 时 它们 都 将 指向 相同 的 对 象 。 为 了 在 定义 函数 时 确保 可 移植 性 ， 尝 试 只 使 
用 参数 列表 中 包含 的 标识 符 以 及 在 私有 名 称 空间 中 定义 的 标识 符 ， 这 些 名 称 只 属于 私有 名 称 
空间 。 

通常 我 们 要 求 函 数 生成 一 些 对 象 或 者 相关 变量 (例如 y)， 这 可 以 通过 返回 语句 来 实现 ， 
例如 return ys 函数 在 执行 返回 语句 之 后 会 退出 ， 即 返回 语句 将 是 最 后 执行 的 语句 ， 因 此 
通常 是 函数 体 中 的 最 后 一 条 语句 。 原 则 上 , y 应 该 是 标量 ， 但 这 很 容易 通过 使 用 元 组 来 规避 。 
例如 ， 为 了 返回 三 个 标量 (例如 u、v 和 w)， 应 该 使 用 元 组 ,例如 return (u, v, w, 其 
至 直接 使 用 return u，v，w。 如 果 没 有 返回 语句 ， 则 Python 会 插入 一 条 不 可 见 的 返回 语 
“J return None。 这 里 None 是 一 个 特殊 的 Python 变量 ， 它 指向 一 个 空 对 象 ， 并 且 是 函数 
返回 的 “和 值 ” 。 这 样 Python 就 避免 了 Fortran 语言 中 必须 将 函数 和 过 程 分 开 的 二 分 法 。 

下 面 是 一 些 简单 的 用 于 说 明 上 述 特性 的 示例 。 请 尝试 在 解释 器 中 输入 并 运行 这 些 代 码 片 





在 第 1 一 4 行 中 ,我们 定义 函数 aad_one (x) 。 在 第 1 行 中 只 
对 象 在 第 3 行 中 被 改变 。 在 第 6 行 中 ,我 们 引入 了 一 个 由 x 引用 的 整数 对 象 。 接 下 来 的 两 行 
代码 分 别 对 文档 字符 串 和 函数 进行 测试 。 最 后 一 行 检 查 x 的 值 ， 该 值 保 持 不 变 且 一 直 为 23， 
尽管 我 们 在 第 8 行 中 隐 式 地 将 x 赋值 为 一 个 浮 点 数 。 





在 第 $ 行 ， 私 有 变量 x 被 赋值 为 0.456， 而 第 3 行 查找 私有 名 称 y ; 但 没有 找到 ， 所 以 
函数 在 包含 该 函数 的 封闭 名 称 空间 中 查找 标识 符 y， 结 果 也 找 不 到 ， 故 而 Python 终止 运行 ， 
并 打印 输出 一 个 错误 。 但 是 ， 如 果 我 们 在 调用 浮 数 之 前 引入 y 的 实例 : 
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虽然 函数 按 预 期 正常 运行 ,但 这 是 不 可 移植 的 行为 。 只 有 在 y 的 实例 已 经 被 定义 的 情 
况 下 ， 我 们 才能 使 用 名 称 空间 内 的 函数 。 在 一 些 情 况 下 ， 该 条 件 可 以 得 到 满足 ， 但 一 般 来 
说 ， 应 该 避免 使 用 这 种 类 型 的 功能 。 

下 面 的 示例 显示 了 更 好 的 代码 实现 ， 该 示例 还 显示 了 如 何 通过 元 组 返回 多 个 值 ， 并 且 显 
示 了 函数 也 是 对 象 。 






标识 符 z 是 函数 的 私有 名 称 ， 并 且 在 函数 退出 后 不 再 可 用 。 因 为 我 们 将 c 分 配给 z 所 
指向 的 对 象 ， 所 以 当 标 识 符 z 消失 后 ， 对 象 本 身 不 会 丢失 。 在 接 下 来 的 两 个 代码 片段 中 ， 我 
们 将 展示 函数 是 对 象 ， 并 且 我 们 可 以 给 它们 分 配 新 的 标识 符 。( 重 新 查看 图 3-1， 可 以 帮助 理 
解 该 知识 点 。) 









值 。 然 而 ， 当 参数 是 可 变 (容器 ) 对 象 的 时 候 ， 情 况 则 并 非 如 此 。 请 参见 如 下 示例 ; 






列表 工本 身 并 没有 变化 。 但 是 ， 在 没有 使 用 赋值 运算 符 (在 函数 体 之 外 ) 的 情况 下 ， 列 


表 工 的 内 容 可 以 并 且 已 经 被 修改 了 。 这 种 副作用 (side effect) 在 此 上 下 文中 没有 问题 ， 但 在 
实际 应 用 代码 中 ， 则 有 可 能 导致 细微 的 难以 觉察 的 错误 。 补 救 方法 是 拷贝 一 个 副本 ， 如 下 述 
代码 第 5 行 所 示 。 
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在 某 些 情况 下 ， 拷 贝 一 个 长 列表 会 产生 额外 的 开销 ， 从 而 影响 代码 的 速度 ， 因 此 一 般 会 
避免 拷贝 长 列表 。 然 而 ， 在 使 用 带 副作用 的 函数 之 前 ， 请 牢记 这 和 句 话 :“ 过 早 优化 是 万 恶 之 
源 ”， 并 谨慎 使 用 带 副作用 的 函数 。 

3.8.2 位置 参数 
位 置 参数 (positional argument) 是 所 有 程序 设计 语言 的 共同 惯例 。 请 阅读 如 下 示例 : 





每 次 调用 函数 fool 时 ， SUTANE oR. _ ARR y- fool (3,2,1), 
然 参 数 替 换 按照 其 位 置 顺序 进行 。 另 一 种 调用 该 函数 的 方法 是 y= =fool (c=1,a=3, < 
这 允许 更 加 灵活 的 参数 顺序 。 HEE TONT EMS AE SEHR 
3.8.3 ”关键 字 参 数 
另 一 种 函数 定义 形式 指定 关键 字 参 数 (keyword oy 例如 : 








调用 这 类 函数 时 ， 既 可 以 指定 所 有 的 参数 ， 也 可 以 省 略 部 分 参数 (省 略 的 参数 使 用 def 
语句 中 定义 的 缺 省 值 )。 例 如 ， 调 用 foo2 (f='b') 将 使 用 缺 省 值 d=21.2 和 e=4， 从 而 满 
足 三 个 参数 的 要 求 。 由 于 是 关键 字 参 数 ， 因 此 其 位 置 顺序 不 重要 。 

在 同一 个 函数 定义 中 可 以 结合 使 用 位 置 参 数 和 关键 字 参 数 ， 但 所 有 的 位 置 参数 都 必须 位 
于 关键 字 参 数 之 前 。 例 如 : 





调用 该 函数 时 ， 必 须 指 定 三 到 六 个 参数 ， 且 前 三 个 参数 为 位 置 参数 。 


3.8.4 可 变数 量 的 位 置 参 数 
我 们 常常 事先 并 不 知道 需要 多 少 个 参数 。 例 如 ， 假 设 要 设计 一 个 print 函数 ， 则 无 法 


ee ee 


事先 指定 要 打印 输出 的 项 目的 个 数 。Python 使 用 元 组 来 解决 这 个 问题 ,print 函数 将 在 3.8.7 
节 讨 论 。 这 里 有 一 个 更 简单 的 示例 ， 用 于 说 明 其 语法 、 方 法 和 用 法 。 给 定 任意 数量 的 数值 ， 
要 求 计算 这 些 数 值 的 算术 平均 值 。 





按照 惯例 (但 不 是 强制 性 的 ) 在 定义 中 把 元 组 取 名 为 args， 注 意 这 里 的 星 号 是 必需 的 。 
第 3 行 是 多 余 的 演示 代码 ， 其 目的 只 是 为 了 说 明 所 提供 的 参数 真 的 被 封装 成 元 组 。 注 意 ， 通 
过 在 第 4 行 中 把 sum 强制 定义 为 实数 ， 可 以 确保 第 7 行 中 的 除法 按 预 期 工作 〈 即 实数 除法 )， 
即使 分 母 是 整数 。 


3.8.5 可 变数 量 的 关键 字 参 数 


Python 可 以 完美 处 理 下 列 形式 的 函数 : 该 函数 接受 固定 数量 的 位 置 参 数 ， 随 后 是 任意 
数量 的 位 置 参数 ; 再 随后 是 任意 数量 的 关键 字 参 数 一 一 因为 必须 遵守 “位 置 参 数位 于 关键 字 
参数 之 前 ”的 顺序 规则 。 如 前 一 节 所 述 ， 附 加 的 位 置 参数 被 打包 成 元 组 (由 星 号 标识 )。 附 
加 的 关键 字 参 数 则 被 封装 到 字典 中 (由 两 个 星 号 标识 )。 如 下 示例 说 明了 这 个 过 程 : 







初学 者 不 太 可 能 主动 地 使 用 所 有 这 些 类 型 的 参数 。 然 而 ， 读 者 偶尔 会 在 库 函 数 的 文档 字 
符 串 中 看 到 它们 ， 因 此 理解 其 用 法 可 以 帮助 理解 文档 。 


3.8.6 Python 的 输入 /输出 函数 


每 种 程序 设计 语言 都 需要 具有 接受 输入 数据 或 者 输出 其 他 数据 的 函数 ，Python 也 不 例 
外 。 输 入 数据 通常 来 自 键盘 或 者 文件 ， 而 输出 数据 通常 被 “打印 ”输出 到 屏幕 或 者 文件 。 文 
件 输入 /输出 既 可 以 是 可 读 的 文本 数据 ， 也 可 以 是 二 进 制 数 据 。 

我 们 将 先 讨论 数据 输出 然后 再 讨论 数据 输入 。 对 于 科技 工作 者 而 言 ， 绝 大 多 数 文件 输入 / 
输出 将 主要 涉及 数值 数据 ， 因 此 被 推迟 到 4.4.1 一 4.4.3 节 讨 论 。 数 据 的 输出 是 一 个 复杂 的 问 
题 ， 将 在 本 节 和 接 下 来 的 3.8.7 节 中 讨论 。 

从 键盘 输入 少量 数据 有 多 种 方法 ， 这 里 选择 最 简单 的 解决 方案 。 让 我 们 从 如 下 简单 的 代 





执行 第 一 条 语句 时 会 提示 一 个 问题 “What is your name?” ， 随 后 键盘 输入 将 捕获 到 一 个 
字符 串 。 因 此 第 二 条 语句 的 含义 是 输出 两 个 拼接 的 字符 串 。 

现在 假设 我 们 希望 从 键盘 输入 一 个 列表 (例如 [1,2,3] )。 如 果 使 用 上 面 的 代码 片段 ， 
则 name 指向 一 个 字符 串 ， 因 而 需要 使 用 语句 eval (name) 从 字符 串 中 构造 出 列表 对 象 (2 






假如 我 们 输入 [1,2,3]， 则 同样 起 作用 。 如 果 预 先 定义 了 一 个 Python 对 象 的 标识 符 
objname， 则 也 可 以 输入 该 标识 符 9。 类 似 的 代码 片段 应 该 可 以 处 理 绝 大 多 数 键 盘 输入 
任务 。 


3.8.7 Python 的 print 函数 


到 前 两 节 内 容 为 止 ， 我 们 并 不 需要 输出 命令 或 者 输出 函数 。 在 解释 器 中 ， 我 们 可 以 通过 
键入 标识 符 来 “输出 ”任何 Python 对 象 。 然 而 一 旦 开始 编写 函数 或 者 程序 ， 我 们 就 需要 一 
个 输出 函数 。 这 里 有 些 麻 烦 : 在 Python 3.0 以 前 的 版 本 中 ，print 是 一 条 命令 ， 其 调用 方法 
如 下 : 





而 在 Python 3.0 及 以 后 的 版 本 中 ，print 被 实现 为 一 个 函数 ， 于 是 上 述 代码 行书 写 为 : 


es oc ee an ies Pag 

在 编写 本 书 时 ， 部 分 NumPy 及 其 主要 扩展 仅 支 持 较 早 的 版 本 。 由 于 早期 版 本 的 Python 
可 能 最 终 会 被 废弃 ， 因 此 数值 处 理 的 用 户 会 面临 潜在 的 软件 过 时 的 困境 ， 然 而 ， 这 里 有 两 种 
简单 的 解决 方案 。print 函数 要 求 一 个 可 变数 量 的 参数 ， 即 一 个 元 组 。 如 果 我 们 在 早期 的 
Python 版 本 中 使 用 上 面 第 二 种 代码 片段 ， 则 print 命令 把 参数 看 作 是 一 个 显 式 的 元 组 ， 因 
为 < 要 打印 输出 的 内 容 > 被 包含 在 括号 中 。 如 果 感 觉 多 余 的 括号 有 些 别扭 ， 则 可 以 使 用 另 一 
种 解决 方案 ， 即 在 代码 的 顶部 包含 如 下 代码 行 : 





如 果 在 Python 3.0 以 前 版 本 中 使 用 Python 3.0 及 以 后 版 本 的 print 函数 ， 则 请 删除 该 
语句 。 


O 这 两 个 输入 焉 数 的 名 称 容 易 混 清 。input() 返回 原始 输入 内 容 ， 即 完全 与 键入 内 容 相同 。 而 raw_ 
input () 则 返回 它们 的 字符 串 表达 形式 。 


Python jay AKE 4] 


print 命令 要 求 使 用 一 个 元 组 作为 参数 。 因 此 ， 假 设 it 指向 一 个 整数 ，y 指向 一 个 浮 
点 数 ， 不 使 用 元 组 分 隔 符 (括号 )， 则 可 以 编写 如 下 语句 : 






其 中 ,格式 化 字符 串 中 的 $a 项 被 替换 为 一 个 整数 ， 而 $f 项 则 被 替换 为 一 个 浮 点 数 ， 
这 两 个 数 按 顺序 从 参数 中 的 最 终 元 组 获得 。 这 个 版 本 的 输出 结果 与 上 一 个 版 本 的 输出 结果 
相同 ， 但 我 们 还 可 以 进一步 改进 。 下 面 列 举 的 格式 化 代码 是 基于 C 语言 家 族 中 有 关 printf 
函数 的 定义 。 

首先 考虑 整数 it 的 格式 ， 其 中 it 的 值 为 41。 如 果 把 代码 中 的 格式 化 字符 串 sa 替换 
为 $59， 则 输出 将 包括 5 个 字符 ， 数 值 右 对 齐 ， 也 即 “., 41”， 其 中 字符 . 表示 空白 符 。 同 
样 %-59 将 输出 左 对 齐 结果 “41 .,”。 另 外 , %05d 将 输出 结果 “00041”。 如 果 数 值 是 负数 ， 
则 符号 将 包含 在 字段 的 计数 中 。 因 此 ， 如 果 同 时 输出 正 整数 和 负 整 数 ， 则 可 能 导致 结果 不 整 
齐 。 我 们 可 以 强制 输出 以 正 号 或 者 负 号 开始 ， 右 对 齐 时 选择 使 用 %+59， 而 左 对 齐 时 选择 使 
用 %+-59。 当 然 ， 字 段 宽度 5 没有 特殊 含义 ， 可 以 用 任何 其 他 合适 的 数字 来 替代 。 实 际 上 ， 
当 整 数 的 精确 表示 要 求 比 指定 宽度 更 多 的 位 数 时 ，Python 会 忽略 格式 化 字符 串 的 指示 以 保证 
输出 精度 。 

格式 化 输出 浮 点 数 则 有 三 种 可 能 性 。 假 设 y 的 值 为 123.456789。 如 果 把 格式 化 字 
符 串 $f 替换 为 8.3f， 则 输出 结果 为 123.457， 即 浮 点 数值 被 四 舍 五 人 到 保留 3 位 小 数 。 
格式 化 字符 串 代码 %10 .3f 输出 右 对 齐 10 个 字符 宽度 的 字符 串 ， 也 即 “. 123.457”, 而 
%-10.3f 的 输出 结果 相同 ， 只 是 左 对 齐 而 已 。 与 整数 格式 化 一 样 ， 紧 跟 在 百 分 号 后 面 的 正 
号 强制 输出 结果 带 正 号 或 者 负 号 。 另 外 ，g%010:.3E 会 把 前 面 的 空白 符 替 换 为 0。 

很 显然 ， 当 Y 非常 大 或 者 非常 小 的 时 候 ，%f 格式 将 损失 精度 ， 例 如 z=1234567 .89 的 
情形 。 在 输出 的 时 候 ， 我 们 可 以 这 样 书写 :“ 2=1.23456789X 10°", mi Python 的 输出 则 是 
z=1 .23456789e6。 现 在 当 输 出 格式 化 字符 串 代 码 为 $13 .4e 时 ， 应 用 到 z， 其 输出 结 
果 为 “1.2346e+06”。 小 数 点 后 恰好 有 4 位 数字 ,输出 数值 为 13 个 字符 宽度 的 字段 。 
在 该 输出 表示 中 ， 仅 需要 10 个 字符 并 且 数 值 右 对 齐 ， 所 以 左 侧 包含 3 个 空白 符 。 同 上 ， 
%-13 .4e 的 输出 结果 为 左 对 齐 ，%+13 .4e 输 出 结果 的 前 面包 含 一 个 正 号 和 2 个 空白 符 。 
(%+-13 .4e 结果 相同 但 是 左 对 齐 。) 如 果 宽 度 少 于 最 低 10 个 的 要 求 ， 则 Python 会 把 宽度 增 
加 到 10。 最 后 ， 在 格式 化 字符 串 代 码 中 把 'e' 替换 为 'E' ， 则 结果 使 用 大 写 的 字母 E， 例 
如 g%+-13 .4E 的 输出 结果 为 “+1.2346E+06 "o 
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有 时 候 我 们 要 求 输出 一 个 绝对 值 范围 变化 巨大 的 浮 点 数 ， 但 是 希望 显示 特定 位 数 的 有 
效 数 字 。 以 上 面 的 z 为 例 ，%.4g 将 输出 1.235e+06， 即 正好 保留 4 位 有 效 数字 。 注 意 ，s%g 
默认 等 同 于 g%.6g。Python 将 选择 使 用 'e' Mt 中 较 短 的 一 和 种。 同样，%.4G 将 在 'E' 
Al '£' 之 间 选 择 。 

考虑 完整 性 ,我们 注意 到 , Python 也 提供 字符 串 变 量 的 格式 化 字符 串 代 码 ， 例如, 20s 
将 输出 一 个 至 少 有 20 个 字符 宽度 的 字符 串 ， 如 果 需 要 则 在 左边 填充 空白 符 。 


3.8.8 匿名 函数 


很 显然 可 以 任意 指定 一 个 函数 参数 的 名 称 ， 即 fx) 和 fy) 指向 同一 个 函数 。 另 一 方面 ， 
我 们 在 函数 ada_x_ana_y( 见 3.8.1 节 ) 的 代码 片段 中 观察 到 ， 可 以 改变 f 的 名 称 而 不 会 导 
致 不 一 致 。 这 是 数学 逻辑 的 基本 原理 ， 通 常用 lambda 演算 (也 即 4 演算) 的 形式 论 来 描述 。 
在 Python 编码 中 ， 会 出 现 函 数 名 称 完 全 不 相关 的 情况 ， 并 且 Python 可 以 模拟 lambda 演算 。 
我 们 可 以 把 add_x_and_y 编写 为 如 下 代码 : 





或 者 : 





Waste ee (ees: ee |e mate Siete i ee ae Biase pee Soa 


有 关 匿 名 函数 的 实际 应 用 案例 ， 请 参见 4.1.5 节 和 8.5.3 节 。 


3.9 Python 类 简介 


在 Python 语言 中 ， 类 是 极其 通用 的 结构 。 正 因 如 此 ， 有 关 类 的 文档 既 元 长 又 复杂 。 参 
考 书籍 中 的 例子 通常 不 是 取材 于 科学 计算 中 的 数据 处 理 ， 而 且 往 往 过 于 简单 或 过 于 复杂 。 基 
本 思想 是 ， 读 者 可 能 拥有 经 稼 发 生 的 固定 数据 结构 或 者 对 象 ， 以 及 直接 与 之 关联 的 操作 。 
Python 类 既 封 装 对 象 又 封装 其 操作 。 我 们 用 一 个 科学 计算 示例 来 进行 简单 的 介绍 性 陈述 ， 但 
是 却 包含 许多 科学 家 最 常用 的 特性 。 在 这 一 教学 背景 下 ， 我 们 将 使 用 整数 运算 。 

我 们 以 分 数 为 例 。 分 数 可 以 被 认为 是 实数 的 任意 精度 表示 。 我 们 考虑 将 一 个 Frac BN 
现 为 一 对 整数 num 和 den, HF den 为 非 0 整数。 值得 注意 的 是 ，3/7 和 24/56 通常 被 视 为 
相同 的 数值 。 我 们 已 经 在 第 2 章 的 后 半 部 分 讨论 了 这 个 特殊 的 问题 ， 需 要 使 用 第 2 章 创 建 的 
文件 gcd. py. 下面 的 代码 片段 显示 了 Prac 类 的 基本 结构 (借助 于 gcd. py 文件 )。 





ee ee ee. o 


这 里 的 第 一 个 新 知识 点 是 第 $ 行 中 的 class 语句 。 请 注意 终止 冒号 。 实 际 的 类 是 通过 
缩 进 代码 块 定义 的 ， 即 示例 中 从 第 5 行 一 直到 第 32 行 。 第 6 一 8 行 定义 了 类 的 文档 字符 串 ， 
用 于 在 线 帮助 文档 。 在 类 体 中 ， 我 们 定义 了 五 个 类 函数 ， 函 数 相 对 于 类 缩 进 (因为 它们 属于 
类 成 员 )， 并 且 函 数 也 有 进一步 缩 进 的 函数 体 (和 通常 一 样 )。 

第 一 个 类 函数 从 第 10~15 行 ， 这 在 其 他 程序 设计 语言 中 被 称 为 “构造 函数 ”"， 其 目的 
是 把 一 对 整数 转换 为 一 个 Frac 对 象 。 函 数 的 名 称 必 须 为 init (似乎 有 点 奇怪 )， 但 我 
们 将 看 到 ， 在 类 的 外 部 从 来 不 会 用 到 该 名 称 。 类 函数 的 第 一 个 参数 通常 被 称 为 self, F 
只 出 现在 类 的 定义 中 。 这 些 都 显得 十 分 陌生 ， 所 以 接 下 来 我 们 看 看 位 于 第 35 行 的 解释 测试 
集 代 码 a=Frac (3,7)。 这 条 语句 把 一 对 整数 3 和 7 对 应 的 Frac 对 象 赋值 给 标识 符 a。 该 
语句 隐 式 地 调用 ”init “函数 ， 并 使 用 a 代替 self, 3 和 7 代替 n 和 ad。 然后 计算 hcf， 
即 3 和 7 的 最 大 公约 数 (GCD， 结 果 为 1)， 并 在 第 15 行 代码 中 计算 a.num=n/hcf 和 
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a.den=d/hcf。 这 些 都 可 以 以 通常 的 方式 进行 访问 ， 所 以 第 37 行 代码 打印 输出 分 数 的 分 子 
和 分 母 的 值 。 同 理 ， 在 第 36 行 代码 的 赋值 语句 中 ,调用 __init__， 并 使 用 Pb 替换 self. 

几乎 所 有 的 类 都 能 通过 提供 类 似 第 38 一 39 行 的 代码 而 获得 方便 ， 即 “打印 输出 ”类 的 
对 象 。 这 就 是 类 的 字符 串 函 数 _ str__ 的 目的 ， 在 代码 的 第 17 一 19 行 中 进行 了 定义 。 当 
执行 第 38 行 的 代码 时 ， 将 调用 str 函数 ， 用 a 替换 self; 结果 第 19 行 返回 字符 串 
"3/7"， 而 这 就 是 打印 输出 的 结果 。 

虽然 这 些 类 的 函数 或 多 或 少 都 比较 简单 ， 但 我 们 可 以 定义 许多 (或 者 一 些 ) 函数 来 执行 
类 操作 。 让 我 们 先 关注 乘法 和 加 法 ， 根 据 分 数 标准 的 运算 规则 

a 
d, d, d, d, d, d, did, 

两 个 Frac 对 象 的 乘法 要 求 定义 第 21 一 23 ÍTR RRAZ mul. 4EBA 行 中 调 
用 a*b 时 ， 将 调用 该 函数 ， 使 用 左 侧 操作 数 (Bla) 替换 seLf， 使 用 右 侧 操作 数 ( 即 b) 替 
换 another, HERB 23 行 代码 计算 乘积 的 分 子 和 分 母 ， 然 后 调用 __init__ 来 创建 一 个 
新 的 Frac 对 象 ， 因 此 c=a*b 将 创建 一 个 标识 符 为 c 的 新 的 Frac 对 象 。 而 在 第 41 行 代码 
中 ， 则 创建 一 个 匿名 的 Frac 对 象 并 立即 传递 给 __str_。 上 面 的 代码 片段 使 用 了 同样 的 
方法 来 处 理 加 法 运算 。 

注意 在 第 37 行 代码 中 ， 我 们 可 以 直接 访问 类 的 对 象 实例 a 的 构成 部 分 。 同 样 ， 在 第 40 
行 代 码 中 ， 我 们 使 用 了 与 类 实例 相关 联 的 函数 to_real()。 它 们 都 是 类 的 属性 ， 我 们 将 越 
来 越 多 地 使 用 “点 (.) 访问 机 制 "， 这 是 Python 最 广泛 的 使 用 方式 ， 请 参见 下 一 节 。 

考虑 到 简洁 性 ， 我 们 没有 实现 类 的 所 有 功能 。 对 于 初学 者 而 言 ， 以 更 高 级 的 方式 逐步 完 
善 代码 将 是 非常 有 益 的 训练 。 

1. 分 别 创建 名 为 __div_ 和 __sub__ 的 除法 和 减法 类 函数 ， 并 测试 。 

2. 如 果 分 母 为 1， 则 打印 输出 的 结果 会 显得 有 些 奇怪 ， 例 如 7/1。 请 改进 __str__ 函 
数 ， 使 得 当 self.den 为 1 时 ， 创 建 的 字符 串 恰 好 是 self .num， 并 测试 新 版 本 是 否 正 常 
Tf. 

3. 当 参 数 a 为 0 时 ,很 显然 _ init__ 会 出 错 。 请 为 用 户 提供 警告 信息 。 


3.10 Python 程序 结构 


在 3.2 节 的 末尾 ， 我 们 讨论 了 标识 符 和 对 象 的 关系 ， 这 里 我 们 进一步 展开 这 个 话题 。 在 3.9 
节 有 关 Python 类 的 教学 示例 中 ， 我 们 注意 到 类 Frac 的 一 个 实例 对 象 ， 例 如 a=Frac (3,7)， 
其 将 创建 一 个 标识 符 a， 指 向 类 Frac 的 一 个 对 象 。 现 在 一 个 Frac 对 象 包 含 数据 (一 对 整 
数 ) 以 及 若干 操作 这 些 数 据 的 函数 。 我 们 通过 “点 访问 机 制 ” 来 访问 与 对 象 实例 关联 的 数据 ， 
例如 a.num。 同 样 ， 我 们 也 可 以 访问 相关 联 的 函数 ， 例 如 a.to_real(). 

到 目前 为 止 ， 这 里 只 是 总 结 前 文 所 陈述 的 事实 。 然 而 ，Python 中 充满 了 各 种 各 样 的 对 
象 ， 有 些 非常 复杂 ， 这 种 “点 访问 机 制 ” 被 广泛 用 于 访问 对 象 的 组 件 。 我 们 已 经 学 习 了 很 多 
有 关 Python 的 知识 ， 下 面 给 出 一 些 示 例 。 
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我 们 的 第 一 个 示例 是 3.3.4 节 中 讨论 的 复数 。 假 设 我 们 有 c=1.5-0.4j， 或 者 等 价 地 
c=complex(1.5,-0.4)。 我 们 应 该 把 复数 看 作 是 类 complex 的 对 象 ， 即 使 其 为 了 保证 效 
率 而 被 内 置 到 系统 中 。 接 下 来 ， 类 似 于 Frac 类 的 操作 ， 我 们 可 以 通过 c. real 和 c.imag 
来 访问 其 数据 ， 而 c.conjugate() Ma) e 7 —THP RW 1.5+0.4j5. KHMBAK 
实例 对 象 和 属性 的 进一步 示例 。 我 们 说 Python 是 面 癌 对 象 的 程序 设计 语言 。 而 在 面向 图 
数 的 程序 设计 语言 (例如 Fortran77 ) 中 ， 则 会 使 用 C=CMPLX(1.5,-0.40)、REAL(C)、 
AIMAG (C) 和 CONJG (C) 。 编 写 简单 程序 时 ， 无 须 侧 重 于 哪 一 种 程序 设计 方法 。 

我 们 的 下 一 个 示例 针对 3.4 节 中 讨论 的 模块 。 和 Python 语言 的 其 他 特性 一 样 ， 模 块 也 
是 对 象 。 因 此 import math as re 将 包含 math 模块 并 为 其 指定 一 个 标识 符 re. Ril 
以 访问 其 数据 (例如 re.pi)， 也 可 以 访问 其 函数 ， 例 如 re.gamma(2). 

一 旦 读者 掌握 了 “点 访问 机 制 ”*， 那 么 理解 Python 语言 将 变 得 更 加 简单 。 例 如 ， 请 参见 
3.5 节 中 有 关 容 船 对 象 的 讨论 。 所 有 更 加 复杂 的 包 (如 NumPy, Matplotlib, Mayavi, SymPy 
和 Pandas) 都 是 基于 该 基础 。 正 是 在 这 个 级 别 上 ， 面 向 对 象 的 方法 在 提供 C 或 者 Fortran 的 
早期 版 本 中 不 具备 的 统一 环境 方面 占据 了 优势 。 


3.11 素数 : 实用 示例 


本 章 最 后 通过 一 个 实际 问题 来 讨论 “ 纯 ”Python。 互 联网 使 通信 发 生 了 革命 性 的 变化 ， 
并 且 强 调 了 安全 传输 数据 的 必要 性 。 这 种 安全 性 在 很 大 程度 上 是 基于 这 样 一 个 事实 ， 即 给 定 
一 个 大 整数 n (例如 nn 二 10'”)， 很 难 确定 其 是 否 可 以 表示 成 若干 素数 的 乘积 。 我 们 来 讨论 一 
个 更 基本 的 问题 : 构建 一 个 素数 列表 。 

让 我 们 回顾 素数 的 定义 一 个 整数 p 如 果 不 能 表示 成 整数 g 和 xr ( 均 大 于 1) 的 乘积 
qXr， 则 p ER% A, 最 初 的 几 个 素数 是 2、3、5、7…。 确定 小 于 或 者 等 于 给 定 整数 n 
的 所 有 素数 的 问题 已 经 研究 了 几 千 年 ， 也 许 最 著名 的 方法 是 埃 拉 托 色 尼 簿 选 法 ( Sieve of 
Eratosthenes) 。 在 表 3-1 中 描述 了 n=18 的 情况 。 表 标题 说 明了 其 筛选 过 程 的 工作 原理 ， 并 
有 目 显 示 了 前 3 个 步骤 。 注 意 ， 由 于 要 删除 的 任何 合 数 都 和 +%， 其 中 至 少 一 个 因子 三 Vn。 在 
本 例 中 ，V18 二 5 ， 因 此 筛选 过 程 不 需要 删除 5、7:…。 读 者 也 许 已 经 注意 到 ， 在 表 3-1 中 ， 
我 们 包含 了 一 个 绝对 多 余 的 行 ， 其 目的 是 阐明 这 一 点 。 


表 3-1 REK (<18) 的 埃 拉 托 色 尼 筛选 法 。 首 先 ， 我 们 在 第 1 行 写 下 从 2 到 18 的 整数 ; 
在 第 2 行 中 ， 从 最 左边 开始 删除 所 有 2 的 倍数 ; 然后 我 们 处 理 最 接近 的 剩余 整数 ， 
这 里 是 3， 并 在 第 3 行 中 删除 所 有 3 的 倍数 。 继 续 这 个 过 程 。 很 显然 ， 剩 下 的 数字 
不 是 整数 的 乘积 ， 即 它们 是 素数 
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前 5 行 是 常规 代码 。 在 第 6 行 中 ,我 们 将 表 3-1 的 顶部 行 编码 为 Python 列表 ， 称 为 
primes， 用 于 筛选 。 接 下 来 ， 我 们 介绍 一 个 for 循环 (第 7 一 14 行 的 代码 )， 循 环 变量 p 的 
每 一 个 值 对 应 于 表 中 的 下 一 行 。 正 如 我 们 上 面 讨论 的 结果 ， 我 们 不 需要 考虑 记 >Vn ， 这 将 
在 第 8 行 和 第 9 行 中 测试 。break 命令 将 控制 转移 到 循环 结束 后 的 语句 ， 即 第 15 行 (这 可 
以 通过 缩 进来 观察 到 )。 接 下 来 讨论 while 循 环 (第 11 一 14 行 的 代码 )。 正 是 因为 前 面 出 现 
的 break 语句 ， 才 保证 了 while 循环 至 少 执行 一 次 。 然 后 ， 如 果 product 仍然 在 列表 中 ， 
则 第 13 行 会 将 其 删除 。 在 3.5.1 节 中 ， 我们 了 解 到 1ist .append(item) 把 item 附加 到 
list 中 ,这 里 list.remove(item) M list 中 删除 第 一 次 出 现 的 items WR list 中 不 
包括 item， 则 会 出 错 ， 因 此 第 12 行 代码 确保 其 存在 。( 请 读者 尝试 help (list) 或 者 
1ist?， 以 查看 有 关 列表 的 帮助 文档 信息 。) 删除 了 可 能 存在 的 2*p， 接 下 来 在 第 14 行 中 构 
造 3*p 并 重复 该 过 程 。 一 旦 通过 while 循环 的 迭代 删除 了 p 的 所 有 倍数 ， 程 序 便 返 回 到 第 
7 行 ， 并 将 p 设置 为 列表 中 的 下 一 个 素数 。 最 后 ， 我 们 返回 素数 列表 及 其 长 度 。 后 者 是 数论 
中 的 一 个 重要 函数 ， 通 常 表示 为 x(n)。 

建议 读者 创建 一 个 名 为 sieves .py 的 文件 ， 并 输入 或 者 拷贝 上 述 代 码 片 段 到 文件 中 。 






这 样 可 以 验证 程序 是 否 正常 工作 。 读 者 还 可 以 通过 如 下 命令 来 检查 程序 运行 消耗 的 
Bay lay 









O 2.5 节 中 介绍 的 Python 魔法 命令 srun -仅仅 适用 于 完整 的 脚本 代码 。 然 而 ， 订 法 命令 $timeit 可 以 
测量 单条 语句 的 运行 时 间 。 
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K 3-2 中 的 结果 表明 ,虽然 这 个 简单 直接 的 函数 的 性 能 对 于 小 n 来 说 是 令 人 满意 的 ,但 
对 于 即便 是 中 等 大 小 的 整数 值 而 言 ， 所 耗费 的 时 间 也 变 得 非常 大 ， 令 人 无 法 接受 。 考 虑 如 何 
方便 地 提高 其 性 能 将 是 一 个 非常 有 用 的 练习 实践 。 


表 3-2 ”素数 个 数 z( 站 过 站 ， 以 及 使 用 上 述 代 码 片段 中 的 Python 函数 在 作者 笔记 本 电脑 上 
计算 运行 耗费 的 大 约 时 间 。 这 里 关注 的 是 相对 时 间 ( 而 不 是 绝对 时 间 ) 


iv oco) 


RITTER, CUAMMER. KTERE, RUM, 12 
是 对 于 每 个 素数 p， 我 们 进行 循环 ， 并 从 循环 中 去 除 合 数 nXp， 其 中 n=2, 3, 4, =o 我 们 
可 以 在 这 里 做 两 处 非常 简单 的 改进 。 注 意 ,假设 p>>2， 那 么 任何 小 于 pP 的 合 数 都 将 从 筛子 
中 移 除 ， 因 此 我 们 可 以 从 移 除 合 数 p 开始 。 此 外 ， 如 果 n AAR, WAR pnp 是 偶数 ， 
因此 也 在 第 一 遍 的 筛选 中 被 去 除 。 因 此 ， 针 对 每 个 素数 p>2， 我 们 可 以 通过 去 除 严 ， 产 +2P， 
PH+4Pp，… 来 改进 算法 。 虽 然 这 并 不 是 最 好 的 方法 〈 例 如 ，63 被 筛 过 两 次 )， 但 这 就 足够 满足 
BRS 

接 下 来 我 们 讨论 代码 实现 。 代 码 中 包含 了 5 个 循环 ， 这 相当 浪费 。fer HAMA while 
循环 都 是 显 式 的 。 第 12 行 中 的 it 语句 涉及 遍历 素数 列表 。 这 在 第 13 行 中 被 重复 MER 
到 并 丢弃 product 后 ， 列 表 中 的 剩余 元 素 都 需要 向 下 移动 一 个 位 置 。 请 阅读 如 下 重 构 代 码 
(虽然 其 逻辑 不 那么 明显 ): 





O FEB RAE, PA Sundaram 筛选 法 和 Atkin 筛选 法 。 
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第 6 行 代码 中 ， 把 筛选 器 实现 为 一 个 布尔 值 列表 ， 所 有 的 元 素 都 初始 化 为 True。 相 比 
同样 长 度 的 整数 列表 ， 布 尔 值 列 表 更 容易 设 定 ， 并 且 占 用 更 少 的 内 存 空 间 。 外 层 循环 是 一 个 
for 循环 (第 7~11 行 的 代码 )。 第 7 行 的 xrange 是 一 个 新 函数 ， 其 作用 和 range 函数 类 
似 ， 区 别 是 不 会 在 内 存 中 创建 整个 列表 ， 而 是 按 需 生成 列表 的 元 素 。 对 于 大 型 列表 ， 这 种 操 
作 会 更 快 并 且 占 用 更 少 的 内 存 。 这 里 的 循环 覆盖 了 闭 区 间 [3, n] 中 的 所 有 奇数 。 和 上 一 个 版 
本 一 样 ， 一 旦 i> Vn ， 则 第 8 行 和 第 9 行 会 终止 外 层 循环 。 接 下 来 讨论 第 10 行 和 第 11 FF. 
开始 时 为 3， 并 且 sieve[i] 为 True。 我 们 需要 设 定 筛选 器 的 第 产 ， 关 21，… 个 为 
False， 其 作用 等 同 于 在 实现 中 丢弃 这 些 元 素 。 第 11 行 的 代码 使 用 了 单行 切片 方法 来 实现 
该 操作 ， 而 没有 使 用 循环 结构 (右边 的 整数 因子 给 出 切片 的 维度 )。 在 for 循环 结束 时 ， 列 
K sieve 中 与 所 有 奇 合 数 对 应 的 索引 位 置 的 元 素 都 会 被 设置 为 False。 最 后 ,第 12 行 代码 
构建 出 素数 列表 。 我 们 从 包含 一 个 元 素 2 的 列表 [2] 开始 ， 使 用 一 个 列表 解析 式 来 构造 一 
个 包含 所 有 奇数 并 且 未 筛 除 的 数值 ， 并 把 这 两 个 列表 拼接 在 一 起 ， 然 后 返回 结果 。 

虽然 一 开始 理解 这 个 版 本 的 代码 可 能 需要 一 些 时 间 ， 但 程序 并 没有 使 用 新 的 知识 (除了 
xrange)， 人 代码 长 度 缩短 了 25%， 并 且 运 行 速度 大 大 提高 了， 如 表 3-2 中 的 最 后 一 列 所 示 。 
事实 上 ， 它 能 在 几 秒 钟 的 时 间 内 筛选 出 超过 百 万 的 小 于 10° 的 素数 。 如 果 扩 展 到 10”， 则 需 
要 耗 时 几 分 钟 ， 并 且 需 要 几 十 GB 的 内 存 。 很 显然 ， 对 于 非常 大 的 兹 数 ， 筛 选 方法 不 是 最 有 
效 的 算法 。 

同时 请 注意 ， 在 第 2 个 版 本 的 列表 中 ， 所 有 项 都 具有 相同 的 类 型 。 虽 然 Python 没有 强 
加 这 个 限制 ， 但 引入 一 个 新 对 象 ( 同 构 类 型 的 列表 ) 是 值得 的 ， 这 自然 而 然 就 引出 了 下 一 章 
的 主题 : NumPy。 


| 第 4 章 
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NumPy 





NumPy 是 一 个 附加 程序 包 ， 其 提供 的 增强 功能 允许 Python 有 建设 性 地 用 于 科学 计算 ， 
它 可 以 提供 与 编译 语言 接近 的 性 能 ， 又 具有 Python 语言 的 简单 易 用 性 。NumPy 中 的 基本 对 
象 是 ndarray。ndarray 是 对 象 的 数组 (也 可 能 是 多 维 的 )， 数 组 的 元 素 具 有 相同 的 数据 类 型 ， 
其 大 小 在 创建 时 被 固定 。( 请 注意 ，Python 列表 对 象 不 会 限定 其 包含 的 项 目 同 质 性 ， 并 且 列 
表 对 象 可 以 通过 内 置 对 象 方法 append All remove 来 动态 地 放大 或 者 缩小 。) 同 质 性 要 求 确 
保 每 个 项 目 在 内 存 中 占据 相同 的 空间 ， 这 使 得 NumPy 的 设计 者 可 以 把 许多 涉及 ndarray 的 
操作 设计 为 预 编译 的 C 代码 。 正 因 如 此 ， 执 行 对 ndarray 的 操作 才 比 执行 Python 列表 所 需 
的 代码 高 效 得 多 ， 并 且 需 要 的 代码 量 也 少 得 多 。 让 我 们 用 一 个 经 党 引用 的 简单 示例 来 说 明 这 
一 点 。 假 设 a 和 b 是 相同 大 小 的 两 个 Python 列表 ， 并 且 我 们 想 将 其 按 元 素 相 乘 。 如 果 使 用 
第 3 章 的 Python 方法 ， 则 可 以 使 用 如 下 代码 : 













然而 ， 假 设 列表 包含 了 成 千 上 万 的 项 目 ， 那 么 其 将 十 分 缓慢 。 如 果 使 用 编译 语言 《例如 


在 内 部 将 使 用 编译 代码 以 达到 (几乎 ) 相同 的 速度 。 公 平地 说 ， 现 代 编 译 语 言 (如 C++ 


Fortran90 ) 也 可 以 为 这 样 的 简单 示例 实现 相同 的 表达 简洁 性 。 然 而 ，NumPy 库 的 “向 量化 ” 
函数 和 操作 至 少 与 编译 语言 中 的 函数 和 操作 库 一 样 丰富 ， 并 且 一 旦 考虑 到 SciPy (参见 4.9.1 
节 )， 就 会 变 得 相当 丰富 。 
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ABA AE NumPy 的 人 门 知 识 。 虽 然 其 核心 已 经 相当 稳定 的 ， 但 其 扩展 功能 正 处 于 开 
发 的 过 程 中 。 最 权威 的 文档 是 Numpy 社区 最 近 的 “用 户 指南 ”(Numpy Community ( 2017b ) )， 
包含 130 页 ， 而 “参考 手册 ”(Numpy Community (2017a)) 则 包含 1534 页 。 关 于 早期 的 有 
关 参 考 文献 (包含 大 量 的 示例 )， 则 可 以 参考 Langtangen (2009) 和 Langtangen (2014 )。 
首先 ， 我 们 必须 导入 NumPy 模块 。 按 照 惯 例 ， 首 选 的 方法 是 在 代码 的 前 面包 含 如 下 语句 : 








Py 函数 func 需要 书写 为 np.func 形式 。 当 然 使 用 3.3.2 节 中 的 快速 导 人 
方法 也 具有 诱惑 力 : 





SS SS eae ee NN Sea as 





这 样 可 以 省 略 前 缀 np.。 虽 然 这 对 于 小 规模 操作 实验 没有 问题 ， 但 经 验 表明 ， 在 实际 应 用 
中 ， 它 往往 会 导致 名 称 空间 冲 罕 。 因 此 ， 我 们 假设 始终 使 用 上 面 的 第 一 个 import 语句 。 
一 旦 导入 NumPy 后 ， 我 们 需要 考虑 查看 在 线 帮助 文档 信息 ， 因 为 这 是 一 个 非常 大 的 模 
块 。 如 果 读 者 按照 我 的 建议 使 用 Python 解释 器 ， 则 可 以 利用 Tab 键 自 动 代码 补 全 功能 ， 即 
键入 命令 的 一 部 分 并 按 下 Tab 键 ， 将 显示 可 能 的 补 全 选项 列表 ， 如 果 恰 好 只 有 一 个 则 直接 补 
全 代码 。 请 尝试 : 





结果 显示 有 超过 500 个 可 能 的 选项 。 我 们 如 何 从 这 海量 的 选项 中 选择 所 需 呢 ? 
我 的 观点 是 最 好 从 使 用 np. lookfor 函数 开始 。 请 尝试 : 





结果 显示 其 在 线 帮助 文档 。 作 为 一 个 示例 ， 假 设 要 查找 函数 文档 字符 串 中 包含 单词 cosine 


的 函数 : 






结果 列表 令 人 惊讶 。 我 们 将 进一步 探索 ， 例 如 : 





结果 显示 关于 np .cos 函数 的 描述 。 


4.1 一 维 数组 


向 量 或 者 一 维 数组 是 数值 计算 的 基本 构造 块 。 我 们 首先 讨论 如 何 构造 它们 ， 然 后 讨论 如 
何 使 用 它们 。 这 里 将 区 分 两 种 类 型 的 构造 函数 ， 一 种 是 从 零 开 始 构 建 一 个 向 量 ， 男 一 种 是 基 
于 与 男 一 个 对 象 “ 相 似 ”(look like) 来 构造 一 个 向 量 。 
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4.1.1 初始 构造 函数 


也 许 最 有 用 的 构造 函数 是 np .linspace， 用 于 构造 均匀 分 布 的 浮 点 数 (float) 数组 。 
其 调用 格式 如 下 : 






x 是 一 个 长 度 为 num 的 数组 。 如 果 没 有 指定 num， 则 其 缺 省 值 为 50。 第 1 
x[0]=start。 如 果 endpoint 为 True( 缺 省 值 )， 则 最 后 一 个 元 素 的 值 为 x[-1]=stop， 
且 区 间 间 隔 为 step=(stop-start)/ (num-1)。 然 而 ， 如 果 设 置 endpoint W False, 
则 step= (stop-start)/num， 因 此 最 后 一 个 元 素 的 值 为 x[-1]=stop - step。 也 就 
是 说 ， 参 数 endpoint 用 于 控制 区 间 是 闭 区 间 (start, stop] 还 是 半 开 区 间 (start, 
stop)。 如 果 retstep 为 True， 则 函数 返回 一 个 包含 数组 和 step 的 元 组 。 如 下 代码 摘 
述 了 np.linspace 的 基本 用 法 。 










函数 np. logspace 与 此 相似 ， 但 数值 按 对 数 刻 度 均匀 分 布 。 有 关 np .1ogspace MAW 
的 详细 内 容 和 用 法 示例 请 参见 文档 字符 串 帮 助 信息 。 
与 Python 的 range 孙 数 相近 的 函数 是 np.arange， 用 于 返回 一 个 数组 而 不 是 列表 。 
其 调用 语法 格式 如 下 : 





结果 返回 间隔 为 step 的 半 开 区 间 [start, stop). Python 能 尝试 通过 输入 参数 来 自动 推 


断 数组 的 类 型 ， 例 如 int, float 或 complex, 但 也 可 以 通过 指定 最 后 一 个 参数 来 指定 数 
组 的 类 型 。 下 面 是 两 个 示例 ; 





上 述 三 个 向 量 构造 函数 出 乎 意料 地 有 用 。 





该 函数 构造 一 个 长 度 为 num 填充 为 0 的 数组 。 函 数 np .ones 的 功 
np .empty 则 构造 相同 长 度 的 数组 ， 但 不 指定 其 内 容 。 
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最 后 我 们 需要 介绍 函数 np .array。 其 最 简单 也 最 常用 的 用 法 如 下 : 








其 中 ，c 是 任何 可 索引 的 容器 对 象 ， 例 如 列表 、 元 组 或 者 另 一 个 数组 。 函 数 会 尝试 自 
动 判 断 出 相应 的 类 型 ， 但 也 可 以 使 用 atype 参数 来 指定 ， 可 能 的 选项 包括 bool, int, 
float、complex， 其 至 用 户 自 定义 对 象 (参见 3.9 节 )。 下 面 是 两 个 示例 ， 一 个 从 列表 构 
造 数组 ， 另 一 个 把 浮 点 类 型 的 数组 转换 为 复数 类 型 的 数组 。 





4.1.2 “相似 ”构造 函数 
一 般 情 况 下 会 自动 生成 数组 ， 例 如 使 用 上 面 的 x， 通 过 如 下 代码 将 生成 一 个 标识 符 为 Y 


的 新 数组 ， 其 元 素 是 对 应 x 的 元 素 的 正弦 值 。 





另外 ， 还 有 一 个 非常 有 用 的 构造 函数 np.empty_like: 





结果 创建 了 一 个 空 数组 ( 即 没 有 指定 内 容 值 )， 其 大 小 和 类 型 与 x 一 致 。np.zeros_1like 和 
np.ones_like 一样 非常 有 用 ,它们 和 np .empty_like 行为 很 相似 。 

令 人 惊讶 的 是 ,我 们 常常 需要 构造 一 个 跨越 某 个 区 间 但 其 各 子 区 间 间 距 不 同 的 向 量 。 举 
一 个 具体 的 例子 ， 假 设 我 们 需要 xs 在 区 间 [0, 1] 中 且 间 距 为 0.1， 但 在 [0.5, 0.6] 中 需要 间 
中 为 0.01。 我 们 会 构造 3 个 子 区 间 (2 个 半 闭 区 间 和 1 个 闭 区 间 )， 然 后 将 它们 结合 在 一 起 。 
仔细 阅读 下 面 的 代码 片段 ， 这 将 是 一 个 十 分 有 用 的 练习 。 











注意 ，np .hstack 只 接收 一 个 参数 ， 因 此 在 第 4 行 中 使 用 了 一 个 元 组 。 

本 节 最 后 ， 我 们 再 次 强调 向 量 是 ndarray 的 一 维 实 例 。 所 有 的 ndarray 都 是 可 变 容 器 对 
象 。 我 们 曾经 在 3.5 节 有 关 列 表 的 讨论 中 研究 了 这 类 对 象 的 属性 。 这 里 我 们 要 强调 的 是 ， 这 
些 属性 (特别 是 列表 的 切片 和 拷贝 ) 也 适用 于 向 量 以 及 更 一 般 的 ndarray。 


4.1.3 向 量 的 算术 运算 
相同 大 小 的 数组 之 间 可 以 进行 算术 运算 ， 示 例 代码 片段 如 下 : 





让 我 们 仔细 讨论 第 3 行 中 的 第 一 项 。 结 果 是 两 个 大 小 相同 的 数组 之 和 。 求 和 结果 的 第 i 
个 元 素 是 a 和 c 的 第 i 个 元 素 之 和 。 从 这 个 意义 上 讲 ，+ 运算 符 被 称 为 按 元 素 (component- 
wise) 运算 。 这 个 代码 段 中 的 所 有 算术 运算 都 是 按 元 素 操作 的 。 顺 便 说 一 下 ， 这 里 应 该 强 
调 一 个 与 大 数组 相关 的 效率 问题 。 假 设 在 上 述 代码 片段 的 第 3 行 中 ,我 们 设置 a=a+c， 则 
Python 将 创建 一 个 临时 数组 来 保存 右 侧 运算 所 需 的 结果 ， 填 充 运算 结果 ， 然 后 将 标识 符 a 
指向 它 ， 最 后 删除 原来 的 数组 。 如 果 使 用 表达 式 a+=c， 则 速度 更 快 ， 这 避免 了 创建 临时 数 
组 。 类 似 的 构造 可 以 用 于 其 他 作用 于 向 量 的 运算 符 。 然 而 ， 对 于 那些 粗心 大 意 的 人 来 说 ， 这 
里 存在 一 个 陷阱 。 在 Python 语言 中 ， 如 果 标 量 a 的 类 型 为 int 而 标量 b 的 类 型 为 float， 
那么 运算 表达 式 a+=b 会 将 a 的 类 型 扩展 为 float。 事 实 上 ，NumpPy 数组 的 处 理 方式 则 正 









结果 表明 ，a 的 类 型 保持 不 变 。 结 果 a 的 数值 转换 为 int ， 小 数 部 分 被 截断 到 0。 
通常 ， 两 个 大 小 不 同 的 向 量 之 间 的 算术 运算 结果 会 产生 男 一 个 不 能 明确 定义 的 向 量 ， 因 
此 会 叶 致 错误 。 然 而 ， 一 个 数组 和 一 个 标量 之 间 的 这 种 操作 则 可 以 给 出 明确 的 定义 。 


最 后 一 行 代码 需要 进一步 解释 。 数 组 (这 里 是 a) 和 标量 (这 里 是 2 ) 的 加 法 (或 者 减 
法 ) 运算 并 没有 和 定义。 但是，NumPy 可 以 有 效 地 选择 把 2 转换 (widen 或 者 broadcast) 成 一 
个 数组 (2*ones_like(a)) 9， 然 后 执行 按 元 素 求 和 运算 。 广 播 (broadcasting) 将 在 4.2.1 
节 详细 讨论 。 

到 目前 为 止 我 们 已 经 学 习 了 充足 的 知识 ， 接 下 来 讨论 一 个 简单 但 实用 的 示例 : 使 用 三 点 
移动 平均 来 平滑 数据 。 假 设 f£ 指向 一 个 Python 向 量 数据 ， 则 可 以 使 用 如 下 代码 来 平滑 数据 
的 内 部 点 。 






该 代码 适用 于 小 型 数组 ， 但 对 于 大 型 向 量 数 据 ， 其 运行 速度 会 变 得 非常 缓慢 。 可 以 考虑 
使 用 如 下 改进 代码 : 


O 事实 上 ，NumPy 并 没 进行 这 样 的 转换 ! 然而 ， 它 使 用 的 方法 模拟 了 这 种 效果 ， 同 时 更 加 具有 内 存 和 时 间 
效率 。 
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对 于 大 型 数组 ， 向 量化 代码 的 执行 速度 非常 快 ， 因 为 内 部 将 使 用 预 编 译 的 C 代码 来 执 
行 循环 操作 。 正 确 的 切片 操作 需要 注意 是 ， 在 每 次 切片 操作 [a:b] 中 ,切片 的 长 度 ( 即 
a-b) 必须 保持 相同 ( 即 2) 9。 最 后 ， 初 学 者 必须 注意 数组 和 列表 的 一 个 十 分 重要 的 差别 : 
如 果 1 是 一 个 Python 列表 ， 则 11[:] 始终 是 一 个 ( 浅 ) BM, (A NumPy 数组 的 切片 始终 指 
向 原始 的 数组 。 这 就 是 我 们 在 以 上 代码 片段 的 顶部 必须 显 式 执 行 (R) 拷贝 操作 的 原因 。 


4.1.4 通用 函数 


通用 函数 (universal function, RA ufunc) 大 大 增强 了 NumPy 的 实用 性 。 一 个 通用 函数 
是 一 个 函数 ， 当 应 用 于 标量 时 ， 结 果 为 标量 ; 但 当 应 用 于 数组 时 ， 通 过 按 元 素 逐 个 操作 ， 则 
产生 相同 大 小 的 数组 。 表 4-1 中 列举 了 一 些 对 科技 工作 者 最 有 用 的 通用 函数 。 其 中 许多 都 是 
很 常用 的 ， 很 容易 查阅 其 文档 字符 串 帮助 信息 ， 例 如 : 


表 4-1 一 些 常用 的 可 以 应 用 于 向 量 的 通用 函数 。 最 后 一 列 的 函数 要 求 两 个 参数 。 要 查阅 帮 
助 信息 ， 请 使 用 诸如 np.sign? 或 者 help (nP.sign) 的 命令 
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值得 注意 的 一 点 是 ， 在 文档 中 没有 指明 各 个 函数 的 定义 域 和 值 域 。 例 如 ，NumPy 如 何 
解释 /-1 或 cos'2 ? 在 纯 Python 语言 中 ，math.sart(-1) 或 者 math.acos(2) 将 导致 错 
误 并 且 程 序 会 终止 运行 。 然 而 ，cmath.sqrt (-1) 则 返回 结果 1j， 因 为 参数 被 转换 为 复 
数值 。 

模块 NumPy 的 行为 则 不 同 ， 并 且 参 数 的 类 型 非常 关键 。 注 意 ，np .sart (-1+0j) & 
收 一 个 复数 参数 ， 返 回复 数 的 平方 根 1j， 而 np .sqart (-1) 则 产生 一 个 警告 信息 并 且 返 回 
结果 np .nan 或 者 非 数 值 ， 一 个 不 确定 的 浮 点 数 。 可 以 在 np.nan 上 进一步 执行 其 他 算术 运 
算 , 但 是 结果 始终 为 np .nan。 这 个 解释 同样 适用 于 cos '2。 

在 NumPy 中 ， 直 接 被 零 除 (1.0/0.0) 会 导致 一 个 错误 并 且 终 止 运行 。 然 而 ， 如 果 间 
接 被 零 除 (例如 ， 在 循环 中 )， 则 情况 并 非 如 此 。 请 阅读 如 下 代码 : 


昌 ”请 读者 回顾 切片 规则 ，[ :bj] SRIF [0:b] ，[a:] 等 同 于 [a:-0]。 


NumPy 35 


结果 产生 一 个 警告 信息 和 一 个 数组 array ([-0.5,-1.,inf,1.,0.5]). HÆF, inf 在 进 
一 步 运 算 中 的 作用 等 同 于 无 穷 大 。 正 无 穷 大 是 np.inf， 负 无 穷 大 是 np.NINF。( 遗 憾 的 是 ， 
二 者 的 表示 方法 并 不 对 称 ! ) 

当然 ， 还 存在 许多 可 以 应 用 于 向 量 的 NumPy 函数 ， 其 中 一 些 将 在 4.6 节 讨 论 。 

在 几乎 所 有 的 实用 程序 中 ， 都 会 包含 用 户 自 定义 的 函数 ; 并 且 非 常 令 人 期 待 的 是 ， 在 适 
当 的 时 候 ， 这 些 函 数 的 功能 类 似 于 通用 函数 ， 也 就 是 说 ， 当 应 用 于 相同 维度 的 数组 时 ， 结 果 
返回 相应 维度 的 数组 而 不 调用 各 元 素 上 的 显 式 循环 。 在 许多 情况 下 ， 例 如 只 涉及 算术 运算 和 
通用 函数 的 时 候 ， 结 果 显 而 易 见 。 
然而 ， 如 果 包 含 了 逻辑 判断 语句 ， 则 情况 并 非 如 此 。 请 考虑 如 下 的 “ 顶 帽 ”(top hat) 
PKŠ: 

0 #x<0 
A(x)=41 #0<x<1 
0 #x>1 


=n 3 sail 我 们 也 许 会 尝试 通过 如 下 代码 来 实现 该 函数 : 


然而 ， 这 不 能 满足 通用 函数 的 要 求 ， 原 因 十 分 简单 : 当 x 包 含 一 个 以 上 的 元 素 时 ， 
x<0 .0 不 能 明确 定义 。 下 一 节 将 讨论 如 何 解 决 这 个 问题 。 
4.1.5 向 量 的 逻辑 运算 符 

如 果 x 是 标量 ， 则 x<0 没有 二 义 性 ， 其 求 值 结果 要 么 是 True 要 么 是 Fasle。 但 如 果 


x 是 一 个 NumPy 向 量 呢 ? 很 显然 ,不等式 的 右 侧 是 标量 。 稍 微 考虑 一 下 ， 应 该 建议 按 元 素 
逐一 进行 比较 判 新 , 结果 返 回 —/ [a 量 o 让 我 们 使 用 解释 器 来 检验 这 个 假设 。 
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结果 表明 ，y 是 一 个 长 度 为 9 bool 类 型 向 量 ， 其 中 前 4 个 元 素 正 好 是 True。 这 就 
证 明 上 面 的 假设 的 确 是 成 立 的 。 如 下 代码 片段 说 明了 NumPy 的 一 个 非常 有 用 的 特征 。 






我 们 可 以 在 赋值 语句 的 一 侧 或 者 两 侧 使 用 逻辑 数组 (例如 y) 作为 切片 定义 。 首 先 创 
建 x 的 一 个 副本 z， 下 一 行 代码 的 有 侧 选择 数组 z 中 的 负 值 元 素 ( 即 对 应 于 y 为 True 的 元 
素 )， 然 后 将 它们 乘 上 -1。 然 后 赋值 语句 把 修改 后 的 结果 元 素 精确 地 复制 到 数组 z。 因 此 我 
们 使 用 内 部 C 循环 完成 了 z=1xl 的 计算 。 很 显然 作为 中 间 结 果 的 逻辑 数组 y 是 多 余 的 ， 因 
此 可 以 使 用 如 下 代码 更 快速 地 计算 z= |x| o 






复制 数组 的 原因 是 保留 原始 的 数组 x 不 变 。 请 参见 4.1.3 节 末 尾 的 警告 。 

作用 于 标量 时 ， 我 们 可 以 使 用 级 联 逻辑 运算 符 ， 例 如 ，x>0 和 x<1 可 以 级 联 在 一 起 ， 
也 就 是 0<x<1。 作 用 于 数组 时 ， 则 必须 单独 执行 比较 运算 。 作 为 一 个 示例 ， 我 们 可 以 通过 
如 下 代码 来 计算 当前 向 量 x AY “TW” PR (其 定义 请 见 上 一 节 ): 





假设 我 们 要 构造 一 个 更 复杂 的 函数 ， 例 如 下 面 的 示例 函数 k(x)。NumPy 模块 提供 了 一 
个 相当 通用 的 函数 select ， 用 于 封装 一 定数 量 (例如 M 个 ) 的 选项 。 因 为 正式 的 描述 相当 
复杂 ， 所 以 建议 读者 在 阅读 帮助 文档 时 先 看 一 下 示例 和 相应 的 代码 片段 。 我 们 假设 x 是 长 度 
F n 的 一 维 数组 ， 并 标记 其 元 素 为 x; (0 志 i<n)。 我 们 假设 所 有 的 选项 构成 一 个 列表 C， 其 
成 员 为 Cy (0SJ<M). 例如 ，Co 可 能 是 x 三 2。 接 下 来 ， 我 们 可 以 构造 长 度 为 M 的 答案 列表 
B, EARR Bj 都 是 一 个 长 度 为 n 的 布尔 数组 ， 其 元 素 定义 为 B/=CA(xi)。 最 后 ， 我 们 需要 提 
供 一 个 长 度 为 M 的 结果 R 的 列表 。 每 个 成 员 Rj; 都 是 一 个 长 度 为 n 的 数组 ， 其 元 素 定 义 如 下 : 


a ‘$ 望 结果 ”着 B, =True 

” | 任意 值 #B,, = False 
SRG, select 函数 产生 一 个 长 度 为 n 的 一 维 数组 k， 并 按 如 下 步骤 操作 。 在 i 上 有 一 
个 隐 式 外 循环 ， 其 中 O<i<n; 在 J 上 有 一 个 隐 式 内 循环 ， 其 中 0<J<M。 对 于 每 一 个 确定 
Ai, 我们 搜索 数组 Br， 跳 过 所 有 False 值 直至 到 达 第 一 个 True ff. AR, RITH kit 
置 为 对 应 的 Rj;， 从 J 循环 中 跳出 来 并 转移 到 下 一 个 i。 这 里 存在 潜在 的 复杂 性 。 如 果 对 于 某 
个 i 和 所 有 的 J，B; 都 返回 False， 则 上 述 过 程 将 为 点 产生 任意 值 。 为 了 防止 这 种 可 能 性 ， 

在 这 种 情况 下 可 以 为 设置 一 个 缺 省 的 标量 值 。 
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假设 已 经 定义 了 x、C 和 R， 并 且 m=3， 那 么 其 正式 语法 形式 为 : 





让 我 们 通过 一 个 人 为 设 定 但 却 有 用 的 示例 来 说 明 其 用 法 : 
-x Fx<0 
| xy #0<x< 
k(x) =4 
A x #l<x<2 
4 FN 


实现 的 NumPy 代码 如 下 : 








或 者 更 简洁 的 代码 如 下 : 


注意 ， 必 须 保证 选项 (及 其 结果 ) 的 顺序 。 请 读者 考虑 是 否 还 有 其 他 的 顺序 。 

在 某 种 程度 上 ，select 函数 有 些 浪 费 ， 因 为 必须 事先 计算 所 有 可 能 的 结果 。 如 果 这 会 
造成 性 能 问题 ， 则 可 以 使 用 NumPy 提供 的 男 一 种 方法 (RA piecewise, 分 段 函数 )， 将 
了 数列 表 作 为 其 参数 。 考 虑 如 下 示例 : 

e 车 x<0 
m(x)=41 #0<x<1 
e* #1<x 


该 定义 的 实现 代码 如 下 : 









现在 仅 当 需要 时 才 会 调用 对 应 的 函数 。 请 注意 ， 函 数列 表 的 长 度 应 该 与 条 件 列表 的 长 度 
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相同 ， 或 者 多 一 个 元 素 。 在 多 一 个 元 素 的 情况 下 ， 最 后 一 个 函数 是 缺 省 选项 。 当 然 ， 还 有 其 
他 选项 ， 请 参阅 np.piecewise 的 文档 字符 串 以 获取 详细 帮助 信息 。 

在 上 面 的 代码 段 中 ， 了 肾 数 ml、m2 和 m3 不 太 可 能 在 别处 使 用 。 然 而 ，np .piecewise 
的 语法 要 求 使 用 函数 列表 作为 参数 ， 因 此 这 种 情况 下 ， 可 以 使 用 3.8.8 节 讨 论 的 匿名 函数 。 





4.2 二 维 数组 


接 下 来 我 们 讨论 二 维 数组 。 关 于 二 维 数组 以 及 更 一 般 的 n 维 数 组 ,官方 的 文档 还 不 够 完 
善 。 幸 运 的 是 ,一 旦 我 们 掌握 了 基本 的 定义 ， 就 很 容易 看 出 其 定义 与 向 量 的 定义 是 一 致 的 ， 
而 且 我 们 已 经 了 解 到 的 有 关 一 维 数组 或 者 向 量 的 很 多 内 容 也 同样 适用 于 多 维 数组 。 

一 个 通用 的 NumPy 数组 包含 三 个 重要 的 属性 : ndim (维度 或 者 轴 的 数量 ); shape ( 维 
E ndim 的 元 组 ,包含 各 轴 的 范围 或 者 长 度 ) ; dtype (指定 各 元 素 的 类 型 )。 首 先 通过 一 个 
属性 的 示例 来 观察 这 些 属性 。 
















首先 请 观察 由 代码 片段 的 最 后 一 行 产 生 的 输出 结果 。 与 shape 元 组 最 后 一 个 元 素 相对 
应 的 最 后 一 个 轴 按 水 平方 式 显 示 ， 然 后 与 shape 元 组 的 倒数 第 二 个 元 素 相 对 应 的 下 一 个 轴 
则 按 垂直 方式 显示 。( 对 于 大 型 数组 ， 默 认 选 项 仅 打印 输出 四 个 边 角 的 元 素 。) 下 一 个 代码 片 
段 展 示 了 如 何 访 问 单独 的 行 和 列 。 











好 消息 是 Python 的 切片 规则 同样 适用 于 多 维 数组 。 最 后 两 项 展示 了 访问 x 的 单个 元 率 
的 方法 。 首 先 ， 我 们 从 最 后 一 行 创建 中 间 临 时 向 量 ， 然 后 访问 该 向 量 的 元 素 。 然 而 ， 更 有 效 
的 方法 (特别 是 对 于 大 型 数组 ) 是 直接 访问 所 需 的 元 素 (参见 最 后 一 个 表达 式 )。 


4.2.1 广播 

假设 y 是 一 个 与 x 形状 完全 相同 的 数组 ， 那 么 x+y、x-y、x*y 和 x/y 是 具有 相同 形 
状 的 数组 ， 其 中 操作 是 按 元 素 逐 一 执行 的 ， 即 各 对 应 位 置 的 元 素 分 别 进行 运算 。 在 某 些 情 
况 下 ， 即 使 x 和 vy 的 形状 不 同 ， 这 些 操 作 也 可 以 明确 定义 ， 这 种 方式 被 称 为 广播 (broad- 
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casting)。 我 们 推广 到 一 种 情况 : 当 存 在 多 个 数组 ， 并 且 其 形状 不 一 定 相同 时 ， 这 些 数组 之 间 
将 进行 算术 运算 。 乍 看 起 来 ， 广 播 似 乎 有 些 奇怪 ， 但 如 果 我 们 记 住 两 条 法 则 ， 就 更 容易 掌握 : 
。 广播 的 第 一 条 法 则 : 如 果 多 个 数组 的 维度 数量 不 同 ， 则 使 用 “1” 来 扩展 维度 数 少 的 
数组 的 维度 ， 一 直到 轴 的 数量 相同 。 
。 广播 的 第 二 条 法 则 : 确保 包含 大 小 为 1 的 维度 或 者 轴 的 数组 与 最 大 维度 的 数组 在 该 维 
度 上 大 小 相同 ( 即 小 的 数组 被 “广播 ”)， 被 “广播 ”的 数组 在 该 维度 上 的 值 相同 。 
作为 一 个 简单 的 示例 ， 考 虑 前 文 引 入 的 shape 为 (11, ) 的 数组 v。 那 么 2*v 的 运算 方 
法 是 什么 呢 ? 首先 ，2 的 shape 为 (0, ) ， 因 此 按照 第 一 条 法 则 ,我 们 把 其 “2” 的 shape 扩 
展 到 (1,); 接 下 来 ,我们 使 用 第 二 条 法 则 ， 把 “2” 的 shape 增 大 到 (11, ) ， 其 元 素 值 相同 ; 
最 后 ， 按 元 素 进行 逐一 运算 ， 结 果 v 的 每 个 元 素 都 加 倍 。 “广播 ”运算 法 则 也 适用 于 其 他 算术 
运算 9S。 然 而 ,假设 w 是 一 个 shape W (5,) 的 向 量 ,“ 广 播 ” 运 算法 则 不 允许 运算 v*wo 
为 了 观察 “广播 ”运算 法 则 在 数组 算术 运算 的 应 用 ， 请 阅读 如 下 代码 : 








值得 注意 的 是 ，x*r=r*x。 即 x*r 与 线性 代数 中 的 矩阵 乘法 不 一 样 ，x*x 也 不 是 甜 
乘法 。 要 实现 和 矩 阵 乘 法 运算 ， 尝试 使 用 np.dot (x,r) 或 者 np.dot (x,x)。 在 4.8 节 将 简 
要 介绍 矩阵 算术 运算 。 


4.2.2 ”初始 构造 函数 


假设 给 定 包含 x 值 x; GP OSi<m) 和 y 值 y (其 中 0k<n) 的 向 量 ， 我 们 希望 使 用 
网 格 值 wi=u(xi, ye) 来 表示 函数 u(x, y)。 在 数学 上 ， 我 们 可 以 使 用 一 个 mX n BE A EE 
格式 (matrix form)， 例 如 ， 当 m=3 和 n=4 时 : 


es A 


Uo Uo to Uog 
Uo Uy Uy Ug 
Un, Uun Un Uy 
我 们 通常 认为 x 从 上 到 下 排列 ，y 从 左 到 右 排 列 。 然 而 在 图 像 处 理 领 域 ， 则 倾向 于 要 求 
x 从 左 到 右 排列 ，” 从 上 到 下 排列 ， 从 而 产生 如 下 的 图 像 格 式 〈image form): 


O ”我们 已 经 在 4.1.3 节 讨 论 了 该 问题 。4.1.3 节 中 讨论 的 内 容 与 本 节 的 “广播 ”运算 法 则 保持 一 致 。 
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地 说 明 其 区 别 。 所 以 ， 我 们 必须 额外 留心 。 

对 于 向 量 ， 我 们 发 现 最 有 用 的 初始 构造 函数 (ab initio constructor) 是 NumPy 函数 
np.linspace 和 np.arange， 这 取决 于 我 们 是 要 建 模 一 个 闭 区 间 还 是 半 开 区 间 。 对 于 二 
维 数 组 ， 有 4 种 可 能 的 区 间 。 作 为 一 个 具体 的 例子 ， 我 们 尝试 明确 地 构造 一 个 网 格 数组 数据 
(其 中 -1<x<1, -~1<y 志 1， 并 且 其 在 两 个 方向 上 的 间距 均 为 0.25 )， 并 对 其 进行 简单 的 算 
术 运 算 。 

也 许 最 容易 理解 的 是 np .meshgrid 构造 函数 。 我 们 首先 构造 向 量 xv 和 yv， 这 两 个 向 
量 定 义 了 区 间 的 两 个 坐标 轴 ， 然 后 构造 两 个 数组 xa 和 ya (其 中 y 和 x 分 别 保持 不 变 )。 最 
后 ,我 们 计算 它们 的 乘积 。 











通过 使 用 np.arange 构造 向 量 xv 和 yv， 我 们 可 以 确定 半 开 区 间 选 项 。 注 意 ， 通 过 
xa 或 者 va，np .meshgrid 使 用 图 像 格 式 。 
np.mgrid 和 np.ogrid 则 使 用 完全 不 同 的 语法 格式 (利用 从 切片 符号 和 复数 的 表 
示 符 号 j 拼凑 起 的 语法 格式 )。 我 们 首先 在 一 维 数组 上 说 明 其 用 法 。 请 尝试 运行 如 下 两 行 
ARG: 








注意 ， 第 一 行 代码 使 用 纯 复 数 符号 j 间隔 来 模拟 一 维 np.linspace 函数 ， 而 第 二 行 代 
码 则 模拟 np .arange 函数 。 虽 然 感觉 其 语法 格式 有 点 陌生 ， 但 是 十 分 简洁 ， 并 且 也 适用 于 
二 维 或 者 多 维 数组 的 情况 〈 使 用 的 是 矩阵 格式 ) 。 例 如 : 













这 个 代码 片段 比 本 节 前 一 个 代码 片段 更 简洁 ， 但 达到 了 相同 的 线性 变换 的 结果 。 前 一 段 
代码 实现 比较 适用 于 处 理 半 开 区 间 的 情形 。 
对 于 大 型 数组 (特别 是 多 维 数组 )，xm 和 ym 的 大 多 数 数据 也 许 是 多 余 的 。 使 用 男 一 个 
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读者 可 以 检验 xo 和 yo 的 形状 以 便 应 用 “广播 ”运算 法 则 ， 因 此 xmx*ym (上 一 个 代码 
片段 ) 与 xo*yo 的 结果 相同 。 

在 上 一 节 ， 我 们 介绍 了 作为 向 量 构 造 函 数 的 np.zeros、np.ones 和 np.empty。 它 
们 同样 可 以 作为 更 一 般 数 组 的 构造 函数 ， 只 需要 把 第 一 个 参数 (向量 的 长 度 ) 替换 为 定义 数 
组 形状 的 元 组 。 例 如 ， 





上 述 代码 定义 了 一 个 4X3 的 浮 点 数 数 组 (矩阵 格式 )， 各 个 元 素 的 初始 值 都 为 0。 当然 ， 
在 这 个 上 下 文中 ， 只 包含 一 个 元 素 的 元 组 (例如 (9,)) 可 以 替换 为 一 个 整数 (例如 9 )。 


4.2.3 “相似 ”构造 函数 


前 文 有 关 问 量 的 “相似 ”构造 函数 也 适用 于 多 维 数组 。 特 别 是 ， 非 常 实 用 的 构造 函数 
(np.zeros_like、 np.ones -like ĤI np. empty_like) 也 可 以 使 用 数组 参数 。 

. 男 一 个 实用 的 “相似 ”构造 函数 是 np .zeshape， 该 函数 带 有 两 个 参数 : 一 个 已 经 存 
在 的 数组 (甚至 是 一 个 列表 ) 和 一 个 元 组 ， 如 果 可 能 ， 则 把 参数 指定 的 数组 转换 为 另 一 个 由 
参数 元 组 确定 形状 的 数组 。 一 个 常见 的 示例 如 下 所 示 : 





然而 ， 存 在 一 个 潜在 的 更 有 用 的 构想 : 





424 数组 的 运算 和 通用 函数 


对 于 形状 相同 的 数组 ， 不 出 意外 ， 通 常 的 算术 运算 按 预 期 工作 。 而 对 于 形状 不 同 的 数组 
(甚至 是 不 同 的 维度 )， 如 果 “ 广 播 ” 运 算法 则 允许 把 它们 强制 转换 到 一 个 共同 的 形状 ， 则 多 
许 运算 操作 。 请 阅读 如 下 代码 ， 





带 一 个 参数 的 通用 函数 (例如 np.sin(x) ) 也 同样 适用 于 数组 。 而 对 于 带 多 个 参数 的 
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通用 函数 (例如 np.power (x，Y) )， 如 果 参 数 形状 相同 或 者 可 以 满足 “广播 ”运算 法 则 ， 
则 运算 结果 也 符合 预期 。 
这 里 需要 稍微 提 及 切片 操作 。 虽 然 存 在 许多 快捷 方式 ， 但 最 安全 和 最 清晰 的 方式 是 明确 





4.3 多 维 数 组 


好 消息 是 ， 几 乎 所 有 关于 二 维 数组 的 内 容 都 适用 于 更 高 维度 的 数组 。 唯 一 的 例外 是 
np.meshgrid 函数 ， 它 被 限制 为 两 个 维度 。 这 里 有 一 个 简单 而 有 启发 性 的 示例 ， 它 使 用 三 
个 维度 的 np .ogrid。 





44 内 部 输入 和 输出 


在 本 节 中 ， 我 们 将 讨论 如 何 与 人 类 和 其 他 程序 通信 ， 以 及 如 何 存 储 中 间 结 果 。 我 们 可 以 
区 分 至 少 三 个 场景 ， 并 讨论 它们 的 输入 过 程 和 输出 过 程 的 简单 示例 。 第 一 个 场景 ， 假 设 给 定 
一 个 包含 单词 和 数字 的 文本 文件 ， 我 们 希望 从 文本 文件 中 读 取 数字 到 一 个 NumPy 数组 。 与 
之 相对 应 ， 我 们 可 能 希望 将 数值 输出 写 人 到 文本 文件 。 第 二 个 场景 ， 与 之 相似 但 更 简单 ， 因 
为 我 们 只 需要 处 理 从 文本 文件 中 读 取 数值 或 者 写 入 数值 到 文本 文件 中 。 第 三 个 场景 ， 与 第 二 
个 场景 类 似 ， 但 考虑 到 速度 和 空间 效率 ， 我 们 希望 使 用 二 进 制 文件 ， 这 些 文件 可 以 由 另 一 个 
NumPy 程序 处 理 (可 能 在 不 同 的 平台 上 )。 

还 存在 通用 的 情况 ， 即 处 理由 男 一 个 程序 (可 能 是 电子 表格 或 者 非 Python 的 “数字 处 
理 ” 程 序 ) 生成 的 数据 。 这 将 在 4.5 节 讨 论 。 


4.4.1 分 散 的 输出 和 输入 


考虑 到 简洁 性 ， 假 设 我 们 正在 报告 结果 ， 包 括 四 个 季度 ， 每 个 季度 的 数据 对 应 一 个 浮 
点 数 。 给 定 包含 这 些 结果 的 NumPy 数组 ， 我 们 首先 生成 一 个 名 为 q4 .txt 的 文件 ， 该 文 
件 既 可 以 被 人 类 读 取 ， 也 可 以 被 其 他 程序 读 取 。 事 实 上 ， 这 项 任务 主要 使 用 核心 Python 
思想 。 
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第 1 pen 创建 一 个 名 为 q4 .txt 的 
文件 ， 并 打开 该 文件 准备 进行 写 人 S。 请 读者 阅读 open 函数 的 文档 字符 串 ， 以 获得 更 多 的 
帮助 信息 。 在 本 程序 中 ,文件 随机 选择 了 一 个 标识 符 out file。 在 第 5 行 ， 我 们 向 文件 中 
写 信 了 一 行 标 题字 符 串 ， 以 一 个 换行 符 \n 结束 ， 第 二 个 换行 符 \n 在 标题 字符 串 下 面 插 人 
一 个 空 行 。 第 6 行使 用 了 一 个 新 的 特性 ，Python 的 zip MAM. zip 函数 带 有 多 个 可 迭代 对 
象 参 数 (这 里 是 两 个 NumPy 数组 )， 并 会 返回 由 这 些 可 迭代 对 象 的 各 对 应 元 素 组 成 的 元 组 的 
可 迭代 对 象 。 当 最 短 的 可 迭代 对 象 被 耗 尽 时 ，for 循环 终止 。 在 循环 中 ， 我 们 向 文件 内 写 人 
一 个 包含 各 数组 元 素 的 格式 化 字符 串 ， 并 用 换行 符 终 止 。 最 后 ， 在 第 9 行 ， 我 们 关闭 打开 的 
文件 。 读 者 可 以 通过 查找 文件 q4 .txt ( 它 应 该 在 当前 目录 中 ) 以 及 使 用 自己 喜欢 的 文本 编 
辑 器 读 取 该 文件 内 容 来 检查 此 代码 片段 的 正确 性 。 

现在 让 我 们 考虑 逆向 过 程 。 假 设 有 一 个 文本 文件 q4 .txt， 并且 文件 中 包含 如 下 内 容 : 
前 两 行 形成 一 个 表 标 题 ， 可 以 忽略 ; 接 下 来 是 未 知 数量 的 行 数据 ， 它 们 都 有 相同 的 格式 
(一 系列 由 空白 字符 分 隔 的 “单词 ”序列 )。 从 0 开始 标记 每 行 的 单词 ， 我 们 希望 构建 两 个 
NumPy 数组 : 一 个 包含 每 行 的 第 二 个 单词 (作为 整数 )， 另 一 个 包含 每 行 的 第 六 个 单词 (fF 
为 浮 点 数 )。( 要 了 解 为 什么 需要 第 二 个 和 第 六 个 单词 ， 请 查看 文本 文件 的 内 容 。) 数组 的 维 
度 与 要 读 取 的 行 数 相同 。 下 面 的 代码 片段 执行 这 个 任务 ， 并 且 和 前 一 个 代码 片段 一 样 ， 它 主 
要 是 纯 Python 思想 。 





O 文件 的 名 称 很 大 程度 上 取决 于 所 选择 的 操作 系统 。 这 里 假定 使 用 的 是 UNIX， 并 在 当前 工作 目录 中 创建 
或 者 覆盖 文件 。 读 者 应 该 使 用 你 的 操作 系统 所 允许 的 有 效 文件 路 径 来 替换 第 一 个 字符 串 。 
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第 1 行 用 于 连接 程序 要 读 取 的 文本 文件 ， 第 10 行 最 终 将 其 关闭 。 第 2 行 和 第 3 行 创建 
空 列 表 用 于 保存 数值 。 文 件 对 象 infile 是 一 个 字符 串 列表 ， 每 行 对 应 一 个 字符 串 。 接 着 ， 
第 4 行 把 第 一 个 字符 串 读 人 到 内 存 中 标识 符 为 tem 的 字符 串 内 ， 从 而 有 效 地 移 除 infile 
的 第 一 个 元 素 。 第 5 行 重复 这 个 过 程 ， 这 样 我 们 就 跳 过 了 前 2 行 的 表 标 题 。( 如 果 表 标题 包 
含 更 多 行 的 内 容 ， 则 使 用 for 循环 可 能 更 合适 。) 接 下 来 我 们 循环 处 理 infile 的 剩余 行 。 
字符 串 函 数 split 作用 于 字符 串 1ine， 把 字符 串 拆 分 为 一 个 子 字 符 串 列表 (这 里 取 名 为 
words), #F line 字符 串 中 的 空白 字符 来 拆 分 字符 串 ， 并 忽略 本 身 的 空白 字符 。( 我 们 
也 可 以 使 用 不 同 的 拆 分 字符 ， 例 如 有 逗号。 有 关 详 细 内 容 ， 请 参阅 文档 字符 串 帮助 信息 。) 结 
果 words[2] 包含 一 个 字符 串 ， 我 们 希望 转换 为 一 个 整数 ， 而 第 7 行 中 的 int 函数 实现 了 
这 种 转换 。 接 下 来 ,我 们 将 转换 后 的 整数 附加 到 lquarter 列表。 第 8 行 重复 浮 点 数 的 处 
理 过 程 。 最 后 ， 在 第 12 行 和 第 13 行 中 , 我 们 基于 两 个 结果 列表 构建 了 NumPy 数组 。 请 注 
意 ， 事 先 我 们 并 不 知道 存在 多 少 行 数据 。 


4.4.2 NumPy 文本 文件 的 输出 和 输入 


NumPy 基于 文本 的 输出 和 输入 代码 更 加 简洁 。 例 如 ， 如 下 代码 片段 首先 构造 四 个 向 量 
和 一 个 数组 ， 然 后 把 它们 保存 到 一 个 文本 文件 中 。 





前 10 行 仅 用 于 构建 一 些 数据 。 第 11 行 创建 一 个 文本 文件 并 打开 它 ， 使 用 默认 格式 
.18e 将 向 量 x 写 人 到 文件 中 ， 然 后 关闭 文件 。 第 12 行 展示 如 何 向 文本 文件 中 写 入 多 个 向 
E (或 者 数组 )， 但 其 形状 相同 ， 我 们 只 需要 把 它们 打包 成 一 个 元 组 。 第 13 行 展示 了 如 何 


将 数组 保存 到 文本 文件 中 。 有 关 更 多 操作 方法 ， 请 参阅 np .savetxt 的 文档 字符 串 帮 助 
信息 。 
写 人 文本 文件 之 后 ， 读 取 这 些 文件 的 内 容 就 变 得 非常 简单 了 。 


当然 存在 更 优秀 的 方法 ， 具 体 请 参见 文档 字符 串 帮助 信息 。 
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4.4.3 NumPy 二 进 制 文件 的 输出 和 输入 
由 于 写 和 信和 读 取 二 进 制 文件 不 需要 转换 为 文本 或 者 从 文本 转换 ， 因 此 其 速度 更 快 ， 并且 
生成 的 文件 大 小 更 紧凑 。 但 其 明显 的 缺点 是 文件 不 能 人 工 阅读 。 由 于 不 同 的 平台 以 不 同 的 方 
式 来 编码 数值 ， 因 此 存在 二 进 制 文件 可 能 高 度 依 赖 平台 的 风险 。NumPy 包含 了 自己 的 二 进 
制 格式 ， 可 以 保证 与 平台 无 关 。 但 是 ， 这 些 文件 并 不 能 被 其 他 非 Python 程序 轻松 读 取 。 
单个 的 向 量 或 者 数组 很 容易 写 人 到 二 进 制 文件 或 者 从 二 进 制 文件 中 读 取 。 利 用 上 述 的 数 
组 定义 ， 把 数组 写 和 到 二 进 制 文件 的 代码 如 下 : 










从 压缩 文档 中 恢复 数据 包 










第 2 行 代码 显示 了 压缩 文档 (其 标识 符 为 temp) 中 包含 的 文件 名 。 第 3 一 6 行 展 示 了 如 
何 恢复 数据 到 数组 中 。 请 注意 ， 在 这 两 个 步骤 中 ,文件 的 打开 、 压 缩 、 解 压 和 关闭 都 是 自动 
处 理 的 。 还 有 许多 其 他 执行 二 进 制 文件 输入 /输出 的 方法 〈 特 别 是 struct 模块 )， 具 体 请 参见 
文档 字符 串 帮 助 信 息 。 


4.5 外 部 输入 和 输出 


接 下 来 我 们 将 非常 简单 地 讨论 如 何 读 取 从 非 Python 源 产生 的 数据 的 问题 ， 解 决 方案 取 
决 于 数据 的 大 小 。 
4.5.1 小 规模 数据 


相对 少量 的 数据 通常 包括 : 过 号 分 隔 值 (CSV) 文件、 时间 序 列 数据 、 观 测 数据 、 统 计 
数据 、SQL 表 、 电 子 表格 数据 。 我 们 可 以 尝试 按照 4.4.1 节 的 方式 来 构造 一 个 读 取 器 ， 但 是 必 
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须 仔 细 检 查 缺 失 数 据 或 者 格式 错误 的 数据 条 目 。 幸 运 的 是 ， 这 个 问题 可 以 使 用 Python 数据 分 
析 库 来 处 理 ， 数 据 分 析 库 由 Pandas EHS, Pandas 应 该 包含 在 推荐 的 Python 发 行 版 中 ( 参 
见 A.1 节 )， 但 如 果 没 有 ， 那 么 可 以 从 其 网 站 或 者 从 Python 软件 包 索 引 (参见 AS 节 ， 其 中 还 
包含 安装 包 的 说 明 ) 中 下 载 。 然 而 ， 在 安装 之 前 ， 感 兴趣 的 读者 应 该 查阅 网 站 上 提供 的 优秀 
文档 。 最 近 由 Pandas 的 开发 者 之 一 编著 的 教科 书 ( McKinney (2012)) 包含 了 大 量 非常 实用 
的 示例 。 重 复 这 些 内 容 或 者 编写 类 似 的 内 容 都 是 一 种 资源 浪费 ， 这 就 是 本 节 简 短 的 原因 。 


4.5.2 大 规模 数据 


大 规模 数据 (通常 是 TB 数量 级 ) 通常 存储 为 标准 数据 格式 。 这 里 我 们 将 考虑 当前 版 本 
为 5 的 流行 格式 HDF ( Hierarchical Data Format， 分 层 数据 格式 )。HDEF5 包 S 本 身 仅 由 格式 
定义 和 相关 库 组 成 。 要 实际 使 用 它 ， 则 需要 应 用 程序 编程 接口 (API)。C、C++、Fortran90 
和 Java 语言 都 有 官方 支持 的 编程 接口 。 显 然 ，HDF5S 满足 了 科学 数值 处 理 的 要 求 ! 因此 ， 科 
学 计算 包 Mathematica、Matlab、R 和 SciLab 提供 了 “第 三 方 ” 的 API。Python 可 能 是 独 一 
无 二 的 ， 它 针对 不 同 的 群体 提供 了 两 个 半 的 API. 

半 个 API 是 指 Pandas 内 部 提供 的 简单 编程 接口 ， 请 参阅 相关 文档 。 包 hSpy 提供 对 
HDFS 的 低级 和 高 级 访问 ， 旨 在 实现 与 编译 语言 API 类 似 的 功能 。 另 一 个 包 PyTables @ 只 提 
供 高 级 接口 ， 但 也 提供 了 额外 功能 ， 例 如 复杂 的 索引 和 查询 功能 ， 这 些 功能 只 有 在 数据 库 中 
才能 找到 。 

HDF5 文档 在 并 不 能 帮助 读者 决定 使 用 哪 种 Python API， 在 做 出 决定 之 前 ， 读 者 需要 研 
究 这 三 种 API。 请 注意 ， 在 UNIX/Linux 平台 上 安装 一 个 最 新 版 本 的 HDF5 需要 强大 的 心理 
承受 能 力 。 而 Windows 用 户 则 更 加 方便 : hSpy 和 PyTables 都 提供 了 二 进 制 安 装 ， 并 且 其 中 
包括 HDF5 的 私有 副本 。 


46 ”其 他 通用 函数 


NumPy 包含 若干 其 他 通用 函数 ， 本 节 将 归纳 一 些 最 有 用 的 通用 函数 。 有 关 更 完整 的 列 
表 ， 请 参见 NumPy 参考 手册 (NumPy Community 2017a ) 。 
4.6.1 最 大 值 和 最 小 值 


基本 的 最 值 函 数 的 语法 格式 为 np.max(array,axis=None)。 如 下 代码 片段 展示 了 其 
使 用 方法 ， 其 中 最 后 两 行 代 码 分 别 构建 在 行 和 列 上 的 最 值 子 数 组 。 






全 ”官网 地 址 为 http://pandas.pydata.org， 其 中 包含 了 大 量 的 有 用 信息 。 
日 。、 官 网 地 址 为 http://www.hdfgroup.org/HDF5/。 

全 ”官网 地 址 为 http://www.hspyorg ， 提 供 文 档 和 下 载 。 

@ ” 宣 网 地 址 为 http://www:pytables,org， 包 含 许 多 有 用 信息 。 
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当然 ， 如 果 其 中 一 个 元 素 是 nan， 则 它 自 动 成 为 包含 它 的 数组 或 者 子 数组 的 最 大 
(A. PRA np .nanmax 的 功能 几乎 相同 ， 但 忽略 了 nan 值 。 求 最 小 值 的 函数 是 np .min 和 
np .nanmin。 数 组 或 者 子 数 组 的 范围 (峰值 到 峰值 ) A) eA np .ptp (x) 获取 。 请 查 
看 文档 字符 串 以 获得 更 多 的 帮助 信息 。 

顺便 说 一 下 ， 函 数 np.isnan(x) 返回 一 个 与 x 形状 相同 的 布尔 数组 ， 对 应 nan 的 元 素 结 
RA True, AMnp.isfinite(x) 则 功能 相反 ， 对 应 nan 或 者 inf 的 元 素 结 果 为 Fasle。 


4.6.2 ” 求 和 与 乘积 


使 用 函数 np . sum(x) 可 以 对 数组 x 的 元 素 求 和 。 如 果 x 包含 多 个 维度 (为 了 便于 说 明 ， 
我 们 使 用 两 个 维度 )， 那 么 np.sum(x, axis=0) 在 各 列 上 求 和 , mM np.sum(x, axis=1) 
则 在 各 行 上 求 和 和 和。 使 用 相同 的 语法 ， 函 数 np .cumsum(x) 产生 与 x 形状 相同 但 具有 累积 和 
的 数组 。 函 数 np .prod 和 np.cumprod 使 用 相同 的 语法 来 求 乘积 。 按 照 惯例 ， 请 读者 查阅 
文档 字符 串 帮助 信息 ， 以 获得 使 用 方法 示例 。 


4.6.3 ”简单 统计 — 


NumPy 的 函数 np.mean 和 np.median 与 前 一 小 节 讨论 的 函数 语法 相同 ， 用 于 对 整个 
数组 或 者 沿 特定 轴 求 平均 值 或 者 中 值 。 求 加 权 平 均值 函数 np .average 则 略 有 差异 。 





如 果 指 定 了 参数 weights， 则 weights 必须 是 与 x 形状 相同 的 数组 ， 或 者 与 所 选 轴 形 状 相 


同 的 数组 。 结 果 是 对 应 权重 的 平均 值 。 
求 方 差 的 函数 的 语法 格式 为 : 









前 两 个 参数 显而易见 。 注 意 ， 如 果 x 的 元 素 是 复数 值 ， 则 平方 运算 使 用 一 个 复数 共 斩 ， 以 便 
生成 一 个 实数 值 。 方 差 的 计算 涉及 除 以 n 的 除法 运算 ， 其 中 n 是 所 涉及 元 素 的 数目 。 如 果 指 
ET ddof ( 即 “6 自 由 度 ”)， 则 除法 运算 的 分 母 采用 n-ddof RFR. MA np.std 与 此 
非常 相似 ， 且 用 于 计算 标准 偏差 。 

NumPy 还 包含 若干 用 于 关联 数据 分 析 的 函数 。 最 常用 的 包括 np.corrcoeff、 np.corre- 
late 和 np.cov。 它们 的 语法 与 上 面 讨论 的 函数 有 很 大 的 不 同 ， 因 此 在 使 用 之 前 需要 仔细 
研究 相关 的 文档 字符 串 帮 助 信 息 。 


4.7 多 项 式 
单 变量 的 多 项 式 在 数据 分 析 中 经 常 出 现 ，Numpy 提供 了 几 种 处 理 它们 的 方法 。 描 述 多 
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项 式 的 简明 方法 是 将 其 系数 存储 为 一 个 Python 列表 ， 例 如 : 


Cox! +E 1X 十 C2X 十 C3X 二 Cd {Co, C1, C2, C3, Ca} < 一 [co C1, C2, C3, C4] 


4.7.1 根据 数据 求 多 项 式 系数 


定义 多 项 式 的 一 种 比较 抽象 的 方法 是 指定 其 根 的 列表 。 这 不 仅 将 系数 列表 定义 为 一 个 整 
体 因子 ， 并 且 函 数 np.poly 也 总 是 选择 c[0]=1， 即 一 元 多 项 式 。 下 面 给 出 一 个 例子 。 

通常 ， 我 们 有 一 个 包含 x 值 的 列表 或 者 数组 x， 以 及 另 一 个 包含 y 值 的 列表 或 者 数组 
y， 我 们 希望 使 用 一 个 给 定 阶 n 的 未 知 多 项 式 来 寻求 “最 佳 拟 合 ”最 小 二 乘法 。 这 被 称 为 多 
项 式 插 值 或 者 多 项 式 回归 ， 而 函数 np.poly.fit(x, y, n) 正好 提供 该 功能 。 


4.7.2 根据 多 项 式 系数 求 数据 


如 果 给 定 了 多 项 式 的 系数 数组 ， 那 么 np .zcots 用 于 求 根 。 更 常用 的 方法 是 ， FEZ 
项 式 系数 数组 和 单个 x 值 或 者 x 值 数 组 ，np .polyval 返回 相应 的 y 值 。 下 面 的 代码 片段 说 
明了 本 节 和 前 一 





47.3 系数 形式 的 多 项 式 运算 

函数 np.polyadd, np.polysub, np.polymult 和 np.polydiv 用 于 四 个 基本 的 
算术 运算 。 函 数 np.polyder 用 于 获取 给 定 多 项 式 的 Xx 导数， 而 np ,polyint AFR 
x 积分 ， 其 中 任意 常数 设置 为 0。 按 照 惯例 ， 更 多 内 容 请 参见 相关 函数 的 文档 字符 串 帮 助 
信息 。 


48 线性 代数 
4.8.1 和 矩阵 的 基本 运算 


前 文 已 经 定义 了 相同 形状 的 数组 的 加 法 运算 ， 以 及 数组 与 标量 的 乘法 运算 ， 它 们 的 运算 
分 别 按 元 素 逐 一 进行 。 这 与 解释 数学 家 关于 “作为 二 维 数组 的 和 矩阵 ”的 概念 是 完全 一 致 的 。 
然而 ， 两 个 数组 之 间 的 乘法 则 不 然 。 标 准 的 NumPy 运算 按 元 素 逐 个 进行 ， 这 与 线性 代数 中 
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定义 的 矩阵 乘法 不 一 致 。NumPy 提供 了 两 种 不 同 的 方法 。 下 面 我 们 通过 一 个 简单 的 矩阵 方 
程 来 比较 这 两 种 方法 。 
1 72 Se 
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一 种 方法 是 预先 定义 一 个 matrix 类 ， 基 于 失 阵 运算 法 则 来 解释 乘法 (* ) AACR (**) 
运算 。 需 要 注意 的 是 ， 索 引 从 0 开始 ， 而 线性 代数 从 1 开始 。 如 下 代码 片段 实现 了 上 面 方程 
的 左边 部 分 






注意 ,， 问 量 (例如 b) 必须 转换 成 矩阵 。 然 而 ， 可 以 直接 进行 量化 运算 ， 例 如 b*b, A*A 
Al A**17, 

其 他 用 户 或 许 倾向 于 继续 使 用 通用 的 NumPy 数组 ， 也 倾向 于 采用 预定 义 的 矩阵 乘法 运 
算 函 数 np .dot。 示 例 代 码 如 下 : 






对 于 这 个 简单 的 模型 方程 ， 这 两 种 方法 之 间 几 乎 没有 差别 。 然 而 ， 正 如 我 们 将 看 到 的 ， 
几乎 所 有 有 用 的 功能 都 针对 第 二 个 版 本 进行 了 开发 ， 所 以 我 们 推荐 这 个 版 本 。 

假设 和 A 是 一 个 二 维 NumPy 数组 (请 注意 ， 与 通常 的 线性 代数 规则 不 同 ， 数 组 的 索引 坐 
标 从 0 而 不 是 1 开始 )， 通 过 函数 A.transpose() (或 者 更 简洁 的 A.T)， 可 以 获得 A 的 转 
置 矩 阵 。 注 意 ，NumPy 并 不 区 分 列 向 量 和 行 向 量 。 这 意味 着 ， 如 果 u 是 一 个 一 维 数组 或 者 
向 量 , 则 u.T = us 

通过 前 文 , CAST RT US, Pld z=np.zeroes((4,4)),. MMnp.iden- 
tity 创建 单位 矩阵 ， 例 如: 








一 种 更 简单 的 方式 是 使 用 单位 矩阵 函数 np .eye (m,n,k,dtype=float)， 结果 返 回 一 
个 mXn 和 矩阵， 其 中 第 个 对 角 线 元 素 值 为 1， 其 他 元 素 值 为 0。 请 仔细 阅读 如 下 代码 : 
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接 下 来 考虑 一 个 不 同 的 情况 ， 给 定 一 组 m 个 向 量 v1，v2,…，wm， 所 有 向 量 的 长 度 都 
是 2， 我 们 要 构造 一 个 六 X 关 矩阵， 并 使 用 这 些 向 量 作为 矩阵 的 行 。 使 用 np .vstack 函数 
可 以 很 容易 实现 ， 示 例 代 码 如 下 所 示 。 
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注意 ， 第 3 行 中 的 实际 参数 个 数 是 可 变 的 ， 所 以 我 们 必须 先 将 它们 打包 成 一 个 元 组 ， 因 
为 np.vstack 只 接受 一 个 参数 。 当 然 ， 我 们 也 可 以 把 它们 编码 为 列 ， 创 建 一 个 nXm 和 矩阵 ， 
请 参见 代码 片段 的 最 后 两 行 。 


4.8.2 矩阵 的 特殊 运算 


模块 NumPy 包含 一 个 子 模块 1inalg， 用 于 处 理 更 专业 化 的 和 矩阵 运算 操作 。 导 人 时 没 
有 标准 的 缩写 ,并且 本 书 使 用 npl。 假 设 4 是 一 个 nXn 正 方形 矩阵，4 的 行列 式 由 npl. 
det 给 出 ， 并 上 且 假设 4 是 非 奇 异 的 ， 则 可 以 使 用 npl .inv RRM, MFR RE 
示 了 这 些 函 数 的 用 法 。 






函数 npl eig 可 以 用 于 生成 特征 值 和 特征 向 量 。 该 函数 将 特征 向 量 作为 4 行 矩 阵 的 
列 。 每 个 列 具有 单位 欧 几 里 得 长 度 ， 即 特征 向 量 被 归 一 化 。 









np. linalg 模块 中 包含 了 许多 其 他 函数 。 请 使 用 mp1? 以 获得 更 多 的 帮助 信息 。 


ae a ss 


4.8.3 求解 线性 方程 组 


一 个 非常 普遍 的 问题 是 求解 一 个 线性 方程 组 的 “ 解 ”x。 
Ax=b (4-1) 


其 中 4 是 和 矩阵，x 和 4b 是 向 量 。 

最 简单 的 情况 是 : 4 是 形状 为 1*Xn 并 且 非 奇异 的 矩阵， 而 x 和 4b 是 长 度 为 n 的 向 量 。 
在 这 种 情况 下 ， 解 向 量 x 是 明确 且 唯 一 的 。 能 够 直接 求 得 其 数值 近似 解 ， 实 现代 码 片 段 如 下 
所 示 。 我 们 将 同时 求解 两 种 情况 。 





4.9 有 关 NumPy 的 更 多 内 容 和 进一步 学 习 


NumPy 模块 所 包含 的 资源 比 这 里 的 概述 要 多 得 多 ， 特 别 是 几 个 专门 的 函数 组 ， 包 括 以 
下 内 容 : 
e numpy. fft: 离散 傅 里 叶 变 换 例 程 的 集合 ; 
e numpy.random: 从 各 种 分 布 中 生成 随机 数 。8.6 节 中 的 随机 微分 方程 将 涉及 部 分 相 
关内 容 。 
有 关上 述 函 数 以 及 其 他 专用 函数 的 帮助 信息 ， 可 以 通过 解释 器 的 文档 字符 串 帮 助 信 息 或 
者 参考 手册 (NumPy Community (2017a)) 获得 。 


4.9.1 SciPy 


SciPy 模块 scipy 包含 了 其 他 各 种 各 样 的 专用 函数 组 。 这 里 列 出 了 其 中 一 些 函 数组 : 
e scipy.special: 包含 许多 特殊 函数 ， 例 如 贝 塞 尔 (Bessel) 函数 ; 
e scipy.integrate: 包含 各 种 求 积 分 函数 ， 最 重要 的 是 ， 包 含 用 于 求解 常 微 分 方程 
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组 的 初始 值 问 题 的 函数 (参见 8.1 节 )。 
scipy .optimize: 包含 优化 函数 和 求 根 函数 ， 下 面 会 给 出 一 个 简单 的 示例 。 
scipy.fftpack: 包含 一 组 更 广泛 的 离散 傅 里 时 变换 的 函数 集合 。 
scipy.linalg, scipy.sparse ĤI scipy.sparse.linalg: 它们 极 大 地 扩展 了 
NumPy 的 线性 代数 能 力 。 其 速度 更 快 ， 对 于 复杂 的 线性 代数 来 说 ， 其 比 NumPy 中 的 
线性 代数 功能 更 有 优势 。 

作为 一 个 简单 示例 ， 我 们 尝试 求解 后 续 8.4.5 节 中 的 一 个 问题 一 一 求解 如 下 方程 的 所 有 
正 数 解 ， 


coth v=v 


使 用 v 的 函数 粗略 地 绘制 方程 两 边 的 图 示 ， 表 明正 好 存在 一 个 解 ， 并 且 它 大 于 1。 使 用 





求解 结果 约 等 于 1.199 678 640 258， 函 数值 约 等 于 3x10", 
有 关 更 多 上 文 未 涉及 的 函数 组 的 详细 信息 ， 请 参阅 参考 手册 (SciPy Community (2017 ))。 
总 之 ，SciPy 文档 已 经 达到 了 相当 高 的 水 平 ， 几 乎 可 以 比肩 NumPy 文档 的 水 平 。 


4.9.2 SciKits 


此 外 ， 考 虑 到 种 种 原因 ， 尚 有 若干 科学 计算 包 没 有 包含 到 SciPy 中 。 它 们 可 能 因 过 于 专 
业 化 而 没有 被 纳入 ， 也 可 能 因 涉 及 软件 许可 证 方式 而 没有 被 纳入 (例如 GPL 与 SciPy 的 
BSD 许可 证 不 兼容 )， 或 者 正 处 在 开发 过 程 中 而 没有 被 纳入 。 其 中 许多 可 以 通过 SciKits 网 页 
访问 8， 或 者 通过 Python 软件 包 索 引 访问 〈 参 见 A.5 节 )。 我 们 将 使 用 具体 的 例子 来 说 明 它 
们 的 用 法 。 首 先 ， 在 8.4 节 中 处 理 常 微分 方程 的 边 值 问题 时 ， 将 需要 scikits.bvpllg 包 。 
在 8.5 节 中 讨论 简单 延迟 微分 方程 时 ， 我 们 选择 不 使 用 SciKits 包 skikits.pydde, AW 
可 以 从 其 网 页 9 下 载 更 通用 且 更 友好 的 包 pydelay。 两 个 软件 包 的 安装 方法 相同 ， 在 A.5 节 
中 描述 了 其 安装 过 程 。 


http://scikits.appspot.com/, 
© http://pydelay.sourceforge.net。 
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5.1 概述 


最 珍贵 上 且 (hit) 最 著名 的 科学 计算 图 形 包 是 Gnuplot， 可 以 从 官网 上 下 载 这 个 开源 项 
目 3。 其 官方 文档 是 Gnuplot Community (2016 )， 大 约 250 页 。 在 教科 书 Janert (2015 ) 
中 包含 其 更 加 详细 的 人 门 介绍 。 很 显然 ，Gnuplot 独立 于 Python 语言。 然而 存在 一 个 
NumPy 接口 ， 它 提供 了 对 最 常用 Gnuplot 函数 的 类 似 Python 语法 的 访问 。 该 接口 可 以 从 
网 上 下 载 9。 理 所 当然 地 ， 虽 然 大 多 数 科学 计算 的 Python 实现 都 安装 了 相关 的 代码 ,但 是 
来 自 这 个 网 站 的 上 线 文档 和 示例 文件 非常 有 用 。 对 于 许多 需要 二 维 图 形 的 应 用 程序 来 说 ， 
Gnuplot 的 输出 都 能 满足 要 求 ， 但 只 有 在 最 佳 情况 下 它 才 能 够 达到 印刷 质量 。 到 目前 为 止 ， 
Matlab 在 这 方面 一 直 处 于 市 场 领先 地 位 ， 而 Python 的 目标 则 是 在 质量 和 通用 性 方面 达到 
或 者 超过 Matlab。 . 

Matplotlib 项 目的 目标 是 作为 NumPy 的 附加 组 件 ， 输 出 Matlab 质量 的 图 形 。 几 乎 可 
以 肯定 ，Matplotlib 应 该 是 读者 必须 安装 的 软件 包 之 一 。 在 大 多 数 为 科学 家 设计 的 Python 软 
件 包 中 ， 默 认 都 会 安装 该 软件 包 。 还 有 一 本 “官方 文档 ”Matplotlib Community (2016 ) (总 
共 2842 页 )， 教 科 书 Tosi (2009) 也 是 男 一 个 有 用 的 帮助 。 强 烈 要 求 读者 阅读 Matplotlib 图 
形 示 例 库 @， 其 中 列举 了 大 量 的 出 版 物质 量 图 形 以 及 生成 这 些 图 形 的 代码 。 这 是 一 个 很 好 的 
学 习 方法 ， 用 于 探索 Matplotlib 的 图 形 视 觉 表 现 能 力 ， 获 得 代码 片段 以 帮助 创建 期 望 的 图 
形 。 因 为 Matplotlib 包含 了 数 百 个 函数 ， 本 书 只 能 包含 其 中 的 一 小 部 分 。 请 注意 ， 本 章 以 及 
后 续 章 节 中 的 几乎 所 有 图 形 都 是 使 用 Matplotlib 生成 的 ， 并 且 还 包含 了 相关 的 代码 片段 。 然 
而 ,根据 图 书 出 版 要 求 ， 这 些 彩 色 图 形 会 被 转换 为 黑白 图 形 和 灰 度 图 形 。 

如 同 所 有 其 他 功能 强大 的 通用 工具 一 样 ， 强 烈 鼓 励 潜在 用 户 阅 读 说 明 手 册 ， 但 是 很 
少 有 科技 工作 者 会 尝试 阅读 超过 1000 页 的 参考 手册 。 事 实 上 ， 本 书 的 理念 是 “观察 和 探 
索 ”。 因 此 ， 我 们 将 本 书 的 覆盖 范围 限制 在 大 多 数 科 技工 作者 最 感 兴趣 的 内 容 上 。5$.2 一 5.9 
节 讨 论 各 种 简单 图 形 ，5.8 节 展 示 如 何 显示 数学 公式 的 图 形 。 接 下 来 ，5.10 节 着 眼 于 复合 
图 形 的 构建 。 最 后 ，5.11 节 展 示 了 如 何 按 逐 个 像素 的 方式 构造 一 个 精细 的 图 形 。 本 章 篇 幅 
较 长 ， 然 而 ， 花 几 分 钟 仔细 阅读 下 一 节 可 以 让 充满 希望 但 缺少 耐心 的 用 户 避 人 免 数 小 时 的 挫 
折 感 。 


© 参见 http://www.gnuplot.info。 

© ”参见 http://gnuplot-py/sourceforge.net。 
© 参见 http://matplotlib.org。 

® ÆR http://matplotlib.org/gallery.html, 
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5.2 绘图 入 门 : 简单 图 形 


将 理论 愿望 转换 成 实际 图 形 涉 及 两 个 截然 不 同 的 过 程 ， 即 “前 端 "(front-end) 和 “后 端 ” 
(back-end)， 读 者 需要 对 这 两 个 过 程 有 所 了 解 。 


5.2.1 前 端 


“前 端 ” 是 用 户 界面 。 作 为 将 来 的 潜在 用 户 ， 读 者 需要 决定 生成 图 形 的 方式 : 总 是 在 
解释 器 中 生成 图 形 ; 或 是 希望 其 更 加 通用 ， 也 许 是 在 解释 器 内 开发 图 形 ， 但 是 稍 后 通过 对 
Python 文件 进行 批 处 理 以 调用 它们 ; 甚至 把 它们 舱 入 到 其 他 应 用 程序 中 。 第 一 种 方式 更 简 
单 ， 但 是 限制 也 更 多 ， 可 以 通过 Matplotlib 的 子 模块 pylab 来 提供 。 在 操作 系统 命令 行 中 ， 
可 以 通过 下 列 代 码 来 使 用 该 pylab， 例 如 : 








该 命令 隐 式 地 加 载 NumPy 和 Matplotlib， 并 且 没 有 提供 3.4 节 中 提倡 的 避免 名 称 冲 突 的 
保护 措施 。 其 动机 是 通过 提供 几乎 相同 的 语法 来 吸引 Matlab 用 户 。 但 正在 阅读 本 章 的 科技 
工作 者 (同时 作为 Matlab 用 户 ) 可 能 希望 突破 它 的 限制 ， 所 以 我 们 将 避 开 这 种 方法 。 相 反 ， 
我 们 将 使 用 pyplot 子 模块 ， 这 是 本 章 的 主要 内 容 。 我 们 将 看 到 ， 使 用 pyplot 子 模块 是 遵 
循 命名 空间 / 模块 约定 的 ， 因 此 提供 了 一 个 更 通用 的 路 径 。 

在 IPython 解释 器 中 ， 访 问 pyplot 子 模块 的 推荐 方法 如 下 : 


s < 


接 下 来 ， 尝 试 运行 一 些 自 省 命令 ,例如 plt?。 键 入 plt. 然后 按 下 Tab 键 可 以 进一步 
查询 200 种 可 用 的 选项 ， 结 果 表 明 这 是 一 个 强大 的 模块 。 幸 运 的 是 ， 大 多 数 图 形 可 以 使 用 相 
当 少 数 的 命令 来 完成 绘制 。 


5.2.2 Aim 


“前 端 ”为 Python 提供 用 户 请 求 。 但 是 Python 应 该 如 何 把 绘图 请 求 转化 为 可 视 化 结果 
We? 结果 是 否 应 该 输出 到 屏幕 (哪个 屏幕 ) ? 输出 到 纸 上 (哪个 打印 机 ) ? 还 是 输出 到 另 一 
个 应 用 程序 ?这 些 问题 显然 依赖 于 硬件 ， 软 件 的 “后 端 ” 任 务 就 是 解决 这 些 问题 。Matplotlib 
软件 包 有 多 种 “后 端 "， 但 应 该 使 用 哪 一 种 呢 ? 幸运 的 是 ， 你 的 Python 安装 程序 应 该 已 经 
识别 出 计算 机 的 硬件 配置 ， 并 且 已 为 此 选择 最 佳 的 通用 后 端 。 对 于 好 奇 的 读者 ， 可 以 使 用 
plt.get_backend() 命令 以 显示 实际 使 用 的 “后 端 ”。 在 许多 情况 下 ， 不 需要 改变 “后 
端 ”"。 如 果 和 希望 改变 “后 端 "， 则 首先 需要 知道 有 哪些 可 用 的 “后 端 ”"。 要 查找 所 配置 的 后 端 ， 
读者 需要 定位 Matplotlib 的 首选 项 文件 。 使 用 如 下 命令 : 









可 以 显示 该 文件 的 位 置 。 接 下 来 ， 在 编辑 器 中 打开 此 文本 文件 ， 定 位 到 第 30 行 ,读者 将 会 
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看 到 一 个 可 用 的 “后 端 ” 列 表 。( 特 殊 的 符号 AGG 代表 Anti-Grain Geometry ( 掺 粒度 几何 )， 
这 是 一 个 库 S， 用 于 生成 高 质量 的 结果 图 形 。) 名 称 不 区 分 大 小 写 ， 所 以 建议 使 用 小 写 。 

如 果 和 希望 永久 更 改 预 安装 的 默认 选项 ， 则 可 以 编辑 首选 项 文件 以 指定 要 使 用 的 首选 项 。 
但 是 ， 如 果 只 和 硕 望 在 当前 会 话 中 修改 “后 端 "， 则 可 以 在 请 求 任 何 绘图 命令 之 前 ， 调 用 如 下 
命令 : 





5.2.3 一 个 简单 示例 图 形 


假设 读者 只 想 绘制 如 图 5-1 所 示 的 包含 一 组 坐标 轴 的 单个 图 形 ， 那 么 可 以 使 用 一 些 简 洁 
的 类 似 Matlab 的 命令 。 


0,5 


-1.0 
二 Sor eo =e 0 ] 之 3 4 


5-1 使 用 Matplotlib 绘制 的 简单 图 形 


我 们 将 使 用 IPython 解释 器 。( 如 果 使 用 替代 解释 器 ， 则 会 略 有 差异 。) 然而 ， 使 用 此 
解释 器 有 三 种 不 同 的 方式 。 第 一 种 ， 也 是 最 简单 的 方式 ， 是 使 用 终端 模式 。 在 终端 模式 
下 ， 生 成 的 任何 图 形 都 出 现在 单独 的 窗口 中 。 这 些 窗口 包含 控制 按钮 ， 人 允许 与 图 形 交 互 。 
第 二 种 方式 是 使 用 非 内 联 笔 记 本 模式 ， 同 样 是 在 单独 的 窗口 中 生成 图 形 。 第 三 种 方式 是 使 
用 smatplotlib 笔记 本 命令 ， 该 命令 使 用 一 个 特殊 的 “后 端 "， 该 “后 端 ” 是 为 Jupyter 笔 
记 本 设计 的 。 结 果 图 形 显示 在 笔记 本 中 ， 同 时 保持 交互 性 。 

如 果 读 者 不 确定 使 用 哪 种 方式 ， 那 么 可 以 分 别 尝试 使 用 这 三 种 方式 ， 以 确定 你 倾向 于 哪 
一 种 。 最 简单 的 方法 是 首先 将 下 面 的 代码 片段 输入 到 一 个 新 的 文件 中 ， 比 如 foo.py. Aa 
在 IPython 终端 模式 下 ， 通 过 魔法 命令 %run foo 来 执行 。 结 果 会 在 一 个 单独 的 窗口 中 显示 
输出 图 形 ， 如 图 5-1 所 示 。( 如 果 没 有 结果 显示 ， 则 需要 考虑 上 面 描述 的 其 他 “后 端 ” .) 请 
注意 ， 在 图 形 的 底部 显示 了 一 组 允许 交互 式 操作 的 按钮 ， 其 功能 将 在 5.2.4 节 描 述 。 





O ” 富 网 地 址 为 http://agg.sourceforge.net。 
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第 1、2、11、12 行 的 代码 读者 应 该 熟悉 。 正 如 我 们 在 5.2.1 节 所 建议 的 ， 第 2 行 展 示 了 
导入 Matplotlib 的 通用 推荐 方法 。 

第 14 行 创建 一 个 图 形 ， 第 16 一 18 行 向 图 形 添 加 一 些 装饰 信息 ， 第 21 行将 其 保存 到 
当前 目录 内 的 文件 中 。( 可 以 写 入 的 文件 类 型 取决 于 实现 和 “后 端 " 。 大 多 数 实 现 支持 png, 
pdf. ps, eps 和 svg 文件， 具体 的 实现 则 应 该 支持 其 他 格式 。) 显示 图 形 有 两 种 方式 可 供 
选择 。 为 了 开发 一 个 图 形 并 将 其 用 于 解释 器 终端 模式 ， 第 5 行 打开 了 “交互 模式 ”( 极 少 情况 
下 也 可 以 使 用 plt .ioff 关闭 “交互 模式 ”)。 然 后 ， 当 我 们 添加 更 多 的 线条 时 ， 其 效果 立 
即 显 现 出 来 。 这 种 方式 会 消耗 资源 ， 上 默认 情况 下 是 先 修改 代码 而 不 显示 图 形 。 最 后 ， 当 该 图 
形 准备 好 显示 ， 并 且 用 户 没有 使 用 解释 器 终端 时 ， 注 释 掉 第 20 行 的 代码 以 显示 完成 的 图 形 。 
因此 ， 当 在 终端 模式 下 使 用 [Python 解释 器 时 ， 需 要 调用 plt .ion() M# plt.show() 以 
向 屏 幕 发 送 输出 结果 。 在 解释 器 中 ， 它 们 输出 相同 的 结果 ， 但 是 plt .show 具有 阻塞 特性 ， 
即 暂停 进一步 的 处 理 ， 直 到 删除 图 形 为 止 。 读 者 可 以 通过 实验 找 出 哪 种 命令 最 适合 自己 的 工 
作风 格 。 图 形 本 身 朴 实 无 华 ， 默 认 的 轴 的 范围 看 起 来 也 合理 。 在 5.4 节 ， 我 们 将 讨论 如 何 增 
强 图 形 的 显示 效果 。 值 得 注意 的 是 ， 我 们 只 需要 三 个 Matplotlib 函数 来 绘制 、 显 示 和 保存 一 
个 图 形 ! 请 使 用 自省 来 更 详细 地 了 解 代码 段 中 使 用 的 所 有 函数 的 实际 功能 。 读 者 还 可 以 尝试 
更 改 标签 或 者 标题 (代码 的 第 16 一 18 行 )， 并 观察 窗口 中 发 生 的 事情 。 

接 下 来 讨论 在 IPython 笔记 本 中 生成 图 形 。 首 先 将 代码 片段 复制 到 [Python 笔记 本 的 单 
元 格 中 。 接 下 来 注释 掉 第 5$ 行 代码 ， 并 取消 注释 第 7 行 代码 。 然 后 通过 同时 按 Shift + 回 车 
键 来 执行 代码 。 输 出 结果 应 该 完全 相同 。 

最 后 ， 重 置 内 核 ， 注 释 掉 第 7 行 代码 ， 并 取消 注释 第 9 行 代 码 。 即 打开 “交互 式 操作 ” 
并 使 用 nbagg“ 后 端 "， 因 此 可 以 在 IPython 笔记 本 中 绘制 图 形 ， 而 不 是 创建 一 个 外 部 窗口 。 
同时 也 保留 了 “交互 式 操 作 ”。 
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5.2.4 ”交互 式 操作 


Matplotlib 窗口 底部 的 七 个 交互 式 按钮 允许 对 当前 图 形 进 行 交 互 式 操 作 ， 以 产生 一 系列 
新 的 图 形 。 
我 们 首先 讨论 按钮 4 (平移 /缩放 工具 )。 首 先 单 击 以 启用 它 ， 然 后 把 鼠标 指针 移动 到 图 
形 中 ， 执 行 如 下 两 种 操作 : 
。 FF (pan): 单 击 鼠标 左 键 并 按 住 鼠 标 ， 将 鼠标 拖 动 到 新 位 置 ， 然 后 释放 鼠标 。 通 过 
同时 按 住 x 键 或 者 y 键 ,平移 动作 被 限制 到 所 选择 的 方向 。 
。 47 (zoom): 在 一 个 选 定 的 点 单 击 鼠 标 右键 ， 并 拖 电 以 缩放 图 形 。 向 右 或 者 向 左 的 
水 平移 动 在 x 轴 中 产生 比例 放大 或 者 缩小 ， 保 持 所 选择 的 点 固定 不 变 。 垂 直 移 动 同 样 
在 》 轴 方向 进行 缩放 。x 和 了 键 的 工作 方式 与 平移 相同 。 同 时 按 住 Ctrl 键 保持 纵横 比 
不 变 。 
按钮 5 在 许多 方面 操作 起 来 更 加 方便 。 首 先 单 击 以 启用 它 ， 然 后 按 住 鼠标 左 键 ， 在 图 形 
上 拖 忠 出 一 个 矩形 区 域 ， 视 图 将 缩放 到 矩形 的 内 部 。 
与 浏览 器 不 同 ， 按 钮 1 返回 原始 图 形 ， 按 钮 2 和 3 则 允许 向 前 或 者 向 后 浏览 修改 后 的 图 
形 栈 。 按 钮 6 允许 控制 图 形 的 边 距 。 原 则 上 ， 按 钮 7 允许 保存 当前 图 形 ， 此 选项 是 依赖 于 实 
现 的 ， 并 不 是 在 所 有 安装 中 都 起 作用 。 


5.3 面向 对 象 的 Matplotlib 


Matplotlib 的 功能 远 比 上 面 讨 论 的 简单 绘图 更 加 强大 。 其 强大 功能 实现 为 使 用 类 的 面向 
对 象 的 方式 ， 面 向 对 象 在 3.9 节 中 简要 叙述 过 。 然 而 ， 虽 然 该 部 分 关注 于 类 的 实际 构造 ， 但 
科技 工作 者 将 使 用 预定 义 的 类 ， 因 此 只 需要 两 个 专业 术语 。 

图 形 (Figure) 类 实例 等 同 于 艺术 家 称 为 “画布 ”的 东西 ， 参 见 图 5-2。 一 个 Matplotlib 
会 话 可 能 包括 多 个 图 形 。 在 一 个 图 形 中 可 能 有 一 个 或 者 多 个 轴 (Axes) 类 的 实例 。 注 意 “ 轴 ” 
是 复数 和 名词， 代表 坐标 轴 的 集合 。 例 如 ， 图 5-2 包含 两 个 轴 类 的 实例 。 每 个 实例 包含 一 个 > 
轴 和 一 个 > 轴 。 为 了 掌握 绘图 ， 我 们 需要 能 够 访问 这 两 个 类 。 
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图 5-2 由 Matplotlib 制作 的 示意 图 。 总 体 是 一 个 图 形 类 的 实例 ， 它 包含 两 个 轴 类 的 实例 ， 
每 个 实例 包含 一 个 x 轴 和 一 个 7 轴 


78... FETE 


幸运 的 是 ,创建 图 形 和 轴 的 实例 非常 容易 。 每 个 图 形 实例 都 可 以 通过 调用 plt . figure () 
来 初始 化 。 例如 : 


很 显然 ， 轴 实例 属于 一 个 图 形 示 例 。 然 而 ， 一 个 图 形 可 能 包含 许多 轴 。 例 如 ， 图 5-2 包 
含 两 个 排 成 一 行 两 列 的 轴 。 更 一 般 地 ， 假 设 我 们 需要 在 fig2 中 包含 排 成 两 行 三 列 的 六 个 轴 
实例 。 然 后 ,创建 第 5 个 实例 (最 后 一 行 的 中 间 列 ) 的 命令 是 : 


或 者 ， 如 果 所 有 的 参数 值 均 小 于 10， 则 可 以 使 用 缩写 方式 : 








作为 一 个 示例 ， 让 我 们 考虑 最 简单 的 情况 ， 并 以 面向 对 象 的 形式 来 重 写 上 一 节 的 代码 片 
Ets 第 14~18 行 和 第 21 行 应 被 替换 为 : 





初学 者 也 许 会 惊叹 :“ 为 什么 要 这 样 改写 代码 呢 ? 为 什么 要 用 六 行 代 码 蔡 换 四 行 有 效 代 
码 ， 然 后 更 改 函 数 名 呢 ? ”我 们 需要 仔细 研究 这 里 发 生 的 事情 。 在 实践 中 ，Matplotlib 将 按 如 
下 方式 处 理 前 面 的 代码 片段 : 它 自动 生成 等 同 于 前 面 代 码 片 段 的 第 1~2 行 的 指令 ,但 是 普 
通用 户 无 法 使 用 私有 和 名称 fig 和 ax。 接 下 来 ， 它 定义 了 plt .plot ()， 等同 于 ax.plot。 
到 目前 为 止 , 一 切 都 还 不 错 。 但 是 接着 定义 了 plt .xlabel () ,表示 ax.set_xlabel ()， 
并 且 类 似 于 其 他 两 个 装饰 器 ! 名 称 的 改变 是 为 了 确保 与 Matlab 的 一 臻 性， 除非 尝试 构造 更 
加 复杂 的 图 像 ， 和 否则 这 些 都 是 无 关 紧要 的 。 除 非 采用 面向 对 象 的 方法 ， 否 则 必须 强制 学 习 两 
组 命令 。 正 是 考虑 到 这 个 原因 ， 我 建议 使 用 面向 对 象 的 程序 来 代替 快速 简单 的 图 形 。 持 怀疑 
态度 的 读者 可 能 需要 尝试 通过 自省 来 获得 帮助 : 键入 plt. 然后 按 下 Tab 键 将 显示 232 个 选 
项 (在 编写 本 书 时 )， 而 键入 ax. 然后 按 下 Tab 键 则 显示 317 个 选项 。 


5.4 FJL E 


5.4.1 Matplotlib 绘图 函数 
这 是 一 个 强大 上 且 功能 多 样 的 函数 ， 具 有 元 长 且 复 邓 的 文档 字符 串 帮助 信息 。 然 而 ， 其 原 
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理 直 接 明 了 。 最 简单 的 调用 (人 参见 上 面 的 代码 片段 ) 是 ax.plot(x, y), Hx My 是 相 
同 长 度 的 NumPy 向 量 。 这 将 生成 连接 点 (x[0], y[0]), (x[1], y[1]), … 的 曲线 ,使 用 默认 样式 
选项 。 最 简洁 的 调用 是 ax.plot (y), EF y 是 长 度 为 n 的 NumPy 向 量 。 然 后 用 整数 间隔 
创建 默认 的 x 向 量 ， 以 便 能 够 绘制 曲线 。 该 语法 允许 使 用 一 条 调用 命令 来 绘制 多 条 曲线 。 假 
Rx. y Az 是 相同 长 度 的 向 量 , Wax.plot(x, y, x, z) 将 产生 两 条 曲线 。 然 而 ， 建 
议 通 常 每 次 调用 只 绘制 一 条 曲线 ， 因 为 使 用 ax.plot (x, y, fmt) 的 调用 来 增强 单个 曲线 
非常 容易 ， 其 中 的 格式 参数 fmt 将 在 稍 后 描述 。 


5.4.2 ”曲线 样式 


所 谓 的 曲线 样式 ， 是 指 其 颜色 、 线 条 样式 和 宽度 。Matplotlib 包含 各 种 各 样 的 颜色 描 
述 ， 最 常用 的 颜色 选项 如 表 5-1 所 示 。 因 此 ， 假 设 x 和 YY 是 长 度 相同 的 向量 ， 如 果 要 绘制 
一 条 紫红 色 的 曲线 ， 则 可 以 使 用 语句 ax.plot (x,y,color='magenta'), 或 者 简写 为 
ax.plot (x,y,color='m')。 如 果 绘 制 多 条 曲线 但 没有 指定 颜色 选项 ， 则 循环 使 用 表 5-1 
中 列 出 的 前 5 种 颜色 。 


表 5-1 标准 Matplotlib 颜色 选项 。 如 果 没 有 指定 一 系列 曲线 的 颜色 ， 则 Matplotlib 循环 使 
用 前 5 种 颜色 . 


字符 OEE Eee me 
b ten Te TACAS eee 
黄色 
ee ees Ea; 
Pan nee 


曲线 通常 是 实 线 (上 默认 的 线条 样式 ), 但 也 可 以 指定 其 他 线条 样式 ,参见 表 5-2。 使 用 这 
些 参数 最 简洁 的 方法 是 将 它们 与 颜色 参数 连接 ， 例 如 ，'m- .' 参数 将 输出 紫红 色 点 划 线 。 不 
需要 显示 曲线 的 情况 ， 方 法 随后 讨论 。 


表 5-2 标准 Matplotlib 线条 样式 


Se os 


最 后 的 线条 样式 是 宽度 ， 其 测量 单位 是 打印 机 的 点 〈 浮 点 值 )。 使 用 方法 如 下 ， 例 如 
Linewidth=2， 或 者 简写 为 1w=2。 因 此 ， 要 绘制 一 个 宽度 为 四 点 的 紫红 色 点 划 线 ， 可 以 使 
用 如 下 语句 : 





5.4.3 标记 样式 
Matplotlib 提供 了 若干 系列 的 标记 样式 (最 新 统计 包括 22 种 )， 表 5-3 中 给 出 了 12 种 最 
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常用 的 标记 样式 。 有 关 完 整 的 列表 ， 请 参见 ax. plot 的 文档 字符 串 帮助 信息 。 同 样 ， 最 简 
洁 的 使 用 方法 就 是 将 这 些 曲线 样式 串联 起 来 ， 例如， 将 'm- .x' 作为 参数 ， 输 出 一 条 带 有 
字符 “ x” 标记 的 紫红 色 点 划 线 。 注 意 ， 和 参数 mo 在 每 个 点 上 输出 紫红 色 圆 圈 标 记 ， 但 没 
有 曲线 连接 它们 。 因 此 调用 ax.plot(x, y, 'b--') 后 再 调用 ax.plot (x，Yy, 'ro') 
将 绘制 一 个 带 有 红色 圆圈 标记 的 蓝 色 虚线 。 我 们 还 可 以 用 更 元 长 的 参数 来 控制 颜色 和 大 小 ， 
例如 ， 





表 5-3 最 常用 的 12 种 标记 样式 


zy T 


EE EEE ETE ENIE. E 


这 种 调用 方式 经 常用 于 制作 具有 不 同 颜色 边缘 的 双色 调 标记 ， 例 如 通过 添加 人 参数 mark- 
eredgecolor='red' ,markeredgewidth=2。 这 里 存在 许 许多 多 的 可 能 性 ， 但 并 非 所 有 结 
果 都 是 美观 的 。 


5.4.4 ”坐标 轴 、 网 格 线 、 标 签 和 标题 


在 上 面 的 章节 中 ， 我 们 讨论 了 常规 的 笛 卡 儿 坐 标 轴 。 然 而 ， 常 常 也 需要 使 用 一 个 或 者 多 
个 对 数 轴 。 由 ax.semilogx, ax.semilogy 和 ax. loglog 提供 了 三 种 方案 ， 它们 可 以 作 
为 ax.plot 的 替代 品 。 

Matplotlib 通常 可 以 很 好 地 确定 坐标 轴 的 范围 和 刻度 。 然 而 ， 也 可 以 使 用 如 下 语句 很 方 
便 地 修改 坐标 轴 的 范围 : 





同样 的 方法 可 以 用 于 设置 y 坐标 轴 的 范围 。 男 数 ax.set_xticks Al ax.set_yticks 用 
于 控制 坐标 轴 的 刻度 ， 如 果 和 希望 改变 其 默认 设置 ， 则 需要 查阅 其 文档 字符 串 帮 助 信息 。 

默认 情况 下 Matplotlib 不 包括 网 格 线 ， 可 以 通过 使 用 ax.grid() 来 显示 网 格 线 。 这 个 
函数 包含 许多 可 选 参数 ， 如 果 读 者 布 望 微调 网 格 线 ， 则 强烈 建议 查阅 文档 字符 串 帮 助 信息 。 

假设 我 们 在 一 个 图 形 中 输出 两 条 或 者 两 条 以 上 的 曲线 ， 则 可 以 在 调用 ax. plot 时 
包含 参数 1abel='string' 来 为 曲线 添加 标签 。 当 所 有 的 曲线 都 绘制 完成 之 后 ， 函 数 
ax.legend(loc='best') 将 在 合适 的 位 置 绘制 一 个 图 例 框 。 在 图 例 杠 中， 对 应 每 条 标签 
曲线 都 有 一 条 图 例 线 ， 以 显示 其 样式 和 标签 。 按 照 惯 例 ， 函 数 可 以 带 各 种 参数 。 相 关 详 细 内 
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容 请 参阅 文档 字符 串 帮助 信息 。 

设置 图 形 标题 和 坐标 轴 标 题 的 最 方便 的 方法 是 使 用 命令 ax.set_title(), ax.set_ 
xlabel() 和 ax.set_ylabel()， 这 些 函 数 要 求 至 少 有 一 个 字符 串 人 参数 。 读 者 可 以 通过 
使 用 自省 来 查阅 其 他 参数 信息 。 如 果 想 在 同一 个 图 形 中 绘制 多 张 图 (参见 5.10 节 )， 则 可 以 
使 用 ax.set_title() 为 每 张 图 设置 标题 ， 而 使 用 fig.suptitle() 为 整个 图 形 设置 总 
标题 。 


5.4.5 ”一 个 稍 复杂 的 示例 : 傅 里 时 级 数 的 部 分 和 


接 下 来 我 们 将 讨论 使 用 前 文 介绍 的 知识 实现 一 个 稍 复杂 的 示例 。 在 区 间 (r, r] 上 定义 
PRL fix): 


-l, 4-x<x<0 
Í, HOST 


19-| 


并 且 在 该 区 间 外 具有 2r 周期 性 。 则 其 傅 里 叶 级 数 是 : 
ESEO 


d nodd n 
使 用 如 下 代码 片段 可 以 创建 如 图 5-3 所 示 的 彩色 版 本 图 形 。( 不 要 忘记 包含 5.2.3 节 代码 
片段 第 5、7 和 9 行 中 的 任意 一 行 代码 。) 











关于 图 形 装饰 ， 有 几 点 需要 说 明 。 我 们 把 标题 的 字体 设置 为 大 字体 和 粗 体 ， 但 这 种 设置 
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更 适合 演示 而 不 是 作为 书籍 中 的 图 形 。 坐 标 轴 标 签 被 设置 为 斜体 。 在 Matplotlib 中 ， 可 以 设 
置 更 复杂 的 文本 修饰 ， 具 体 将 在 5.8 节 讨 论 。 


fox) 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 
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图 5-3 ”使 用 Matplotlib 绘制 的 稍 复杂 的 增强 图 形 


5.5 ” 极 坐标 绘图 


假设 我 们 使 用 极 坐标 (r, 9) 并 且 使 用 r=ft9) 定义 曲线 。 绘 制 该 曲线 最 直接 的 方法 是 使 用 
plt.polar， 其 功能 类 似 于 ax.plot。 然 而 存在 一 些 显著 的 差异 ， 因 此 建议 在 使 用 前 仔细 
阅读 文档 字符 串 帮 助 信 息 。 图 5-4 是 使 用 以 下 代码 片段 创建 的 极 坐 标 图 形 。( 注 意 需 要 包括 
来 自 5.2.3 节 的 三 个 选项 中 的 任意 一 个 )。 








使 用 极 坐标 图 形 时 ， 交 互 式 平移 / 缩放 按钮 的 行为 不 同 。 径 向 坐标 标签 可 以 使 用 鼠标 左 
键 旋转 到 一 个 新 的 位 置 ， 而 鼠标 右键 则 可 以 缩放 径 向 比例 尺 。 
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图 5-4 使 用 Matplotlib 绘制 的 简单 极 坐标 图 形 


56 ”误差 条 


当 涉 及 测量 数据 时 ， 我 们 经 常 需要 显示 误差 条 。Matplotlib 使 用 ax.errorbar 函数 
有 效 地 处 理 这 些 问 题 。 该 函数 的 行为 类 似 ax.plot, 但 是 包含 额外 的 参数 。 首 先 考虑 y 变 
量 的 误差 ,这 里 我 们 用 yerr 变量 来 表示 。 假 设 y 的 长 度 为 n， 如 果 yerr 具有 相同 的 维 
数 ， 则 绘制 对 称 的 误差 条 。 因 此 ， 对 于 位 于 y[k] 的 第 个 点 ,误差 条 从 y[k]-yerr[k] 
到 y[k]+yerr[k]。 如 果 误 差 不 对 称 ， 那 么 yerr 应 该 是 2Xn 的 数组 ， 并 且 第 上 个 误差 
条 从 y[k]-yerr[0，k] 到 y[k]+yerr[1，k]。 上 述 讨 论 同样 适用 于 x 的 误差 和 相应 的 
变量 xerr。 上 默认 情况 下 ， 颜 色 和 线 宽 由 主 曲 线 确定 。 当 然 ， 也 可 以 使 用 参数 ecolor 和 
elinewidth 来 设 定 颜色 和 线 宽 。 对 于 其 他 参数 ， 请 参见 ax .errorbar 的 文档 字符 串 帮 助 
信息 。 

图 5-5 中 所 示 的 完全 人 工 的 误差 条 图 形 是 使 用 下 述 代码 片段 生成 的 。 
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图 5-5 一 个 使 用 误差 条 的 简单 图 形 


5.7 文本 与 注释 


针对 一 个 图 形 ， 假 设 我 们 希望 在 用 户 坐 标 (x, y) 开始 的 位 置 放置 一 个 纯 文本 字符 串 ， 例 
如 图 形 坐 标 轴 的 定义 ， 那 么 一 个 非常 通用 的 Matplotlib 函数 ax. text (x,y,'some plain 
text') 正好 可 以 满足 要 求 。 可 以 使 用 不 同 的 方法 来 增强 其 显示 、 颜 色 、 边框 等 ， 详 细 内 容 
请 参见 该 函数 的 文档 字符 串 帮 助 信息 。 

有 时 我 们 希望 在 图 形 中 标注 一 个 特定 的 特征 ， 这 正 是 ax.annotate 函数 的 目的 ， 其 语 
法 稍微 有 些 特 殊 ， 请 参阅 如 下 代码 片段 和 函数 的 文档 字符 串 帮 助 信 息 。 






代码 运行 结果 如 图 5-6 所 示 。 有 关 更 加 复杂 的 注释 示例 ， 请 参阅 本 章 开 头 提 到 的 Matplotlib 
图 形 示例 库 。 
5.8 显示 数学 公式 


此 处 是 讨论 所 有 绘图 软件 的 “ 阿 喀 琉 斯 之 中 ”( Achilles heel， 唯 一 致命 的 弱点 ) 的 合适 
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时 机 。 我 们 如 何 显示 美观 的 数学 公式 ?大 多 数 文字 处 理 器 都 提供 附加 工具 来 显示 数学 公式 ， 
但 通常 情况 下 ， 尤 其 是 对 于 复杂 的 公式 ， 它 们 看 起 来 并 不 美观 。 数 学 家 已 经 学 会 了 如 何 使 用 
LaTeX 软件 包 来 制作 出 版 物质 量 的 数学 公式 ”事实 上 ， 本 书 正 是 使 用 该 软件 包 排 版 的 。 


2.0 


\ 


0.5 拐点 位 于 x=1 处 





0.0 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 


图 5-6 一 个 使 用 Matplotlib 绘制 的 包含 注释 的 简单 图 形 


首先 简单 介绍 一 下 LaTeX， 其 准 官方 的 、 最 全 面 的 包 是 TexLive S， 它 为 几乎 所 有 平台 
提供 了 大 量 的 文档 和 可 运行 的 二 进 制 文件 ， 包 括 所 有 常用 的 LaTeX 程序 、 宏 包 和 字体 。 还 
有 许多 并 非 十 分 全 面 的 集合 。 

然而 ，Matplotlib 已 经 做 出 了 非常 勇敢 的 努力 ， 使 TeX 特性 既 适 用 于 非 LaTeX 用 户 也 
适用 于 LaTeX 用 户 。 对 于 小 规模 的 一 次 性 使 用 ， 这 是 非常 有 效 的 。 


5.8.1 非 LaTeX AP 


Matplotlib 包含 一 个 原始 的 引擎 ， 称 为 mathtext， 以 提供 TeX 样式 表达 式 。 这 远 不 是 完 
整 的 LaTeX 安装 ， 但 它 是 自 包含 的 ， 并 且 Matplotlib 文档 包含 主要 的 TeX 命令 的 简单 概述 。 
可 以 通过 接收 字符 串 参 数 的 绘图 函数 来 访问 引擎 ， 例 如 fig.suptitle 和 ax.text (或 者 
其 他 类 似 函 数 ， 例 如 ax.set_xlabel, ax.set_ylabel 或 者 ax.annotate)。 文 档 示例 
代码 非常 棒 ! 然而 ， 作 为 一 个 具体 的 实际 示例 ， 后 面 5.9 节 中 的 图 形 需要 一 个 标题 “ z=x7-y" 
的 水 平等 高 曲线 ”。 我 们 该 如 何 实现 呢 ? 

最 简单 的 解决 方案 如 下 ; 








要 理解 这 一 行 代码 ， 首 先 考 虑 字符 串 本 身 。 读 者 需要 了 解 ， 在 TeX 中 数学 公式 定义 于 
一 对 美元 ($) 符号 之 间 。 然 后 ，TeX 去 除 美元 符号 ， 并 【默认 情况 下 ) 把 数学 公式 的 字体 设 
日 ”原来 的 软件 包 被 称 为 TeX， 但 在 版 本 3.1416 后 停止 开发 。LaTeX 包含 TeX， 是 其 超 集 ， 且 还 处 在 开发 维 


护 状态 。 
© ”官网 地 址 为 http://www:tug.org/texlive。 
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4 “Computer Modern Roman (CMR) italic”( 计 算 机 现代 罗马 斜体 字 )， 字 体 大 小 由 《TeX) 
上 下 文 确定 。 第 一 个 字符 串 分 隔 符 之 前 的 上 指示 这 是 一 个 原始 字符 串 ， 这 样 Matplotlib 将 
调用 它 的 mathtext 引擎 。( 如 果 没 有 它 ， 美 元 符号 将 按 原 样 逐 字 呈现 。) 上 面 的 代码 行 在 
5.9 节 的 第 一 个 代码 片段 中 使 用 ， 生 成 图 5-7。 显 示 效 果 有 些 奇 怪 ! 这 四 个 单词 都 显示 为 
Matplotlib 默认 大 小 的 sans-serif 字体 。 数 学 公式 的 显示 没有 错误 ， 但 CMR 斜体 字 在 TeX 默 
认 大 小 情况 下 会 显得 比较 小 ! 除了 字体 不 匹配 ， 似 乎 没有 简单 的 方法 来 解决 尺寸 差异 问题 。 
幸运 的 是 ， 可 以 使 用 TeX 来 解决 这 些 问题 。 字 体 /大 小 差异 的 一 个 明显 解决 方案 是 以 
TeX 数学 模式 来 呈现 整个 字符 串 。 但 是 ， 我 们 希望 前 四 个 单词 使 用 默认 TeX 字体 ， 可 以 通 
过 在 大 括号 中 加 上 \rm 来 实现 。 但 是 ，TeX 数学 模式 会 消耗 空白 空间 ， 因 此 需要 捅 入 “\_” 
”以 获得 小 、 中 或 者 更 大 的 空间 。 我 们 修改 的 命令 如 下 : 


(_ 表示 空格 )、“\, ”或 者 “\; 













上 面 的 代码 行 在 5.9 节 的 第 二 个 代码 片段 中 使 用 ， 输 出 结果 如 图 5-8 所 示 ， 消 除了 字体 / 
大 小 的 不 匹配 问题 ， 结 果 一 致 。 不 要 忘记 ， 同 样 的 处 理 可 以 应 用 到 图 中 可 能 出 现 的 所 有 其 他 
文本 实例 。 

另 一 个 实际 示例 ， 请 参见 8.6.4 节 。 


5.8.2 LaTeX 用 户 


当然 ，Matplotlib “知道 ”LaTeX， 并 且 如 果 用 户 已 经 安装 了 LaTeX， 那 么 我 们 现在 说 
明 如 何 使 用 它 来 简化 生成 上 面 讨论 的 标题 字符 串 。 第 一 步 是 导入 rc 模块 ， 用 于 管理 Matp- 
lotlib 参数 。 接 下 来 ， 我 们 需要 通知 Matplotlib 使 用 LaTeX 以 及 希望 采用 的 字体 。 实 现 方法 
是 在 代码 片段 的 import 语句 后 ,插入 如 下 两 行 代 码 。 












其 中 字符 串 包 含 标准 LaTeX 格式 。 使 用 该 代码 片段 可 以 创建 如 图 5-9 所 示 的 标题 。 


5.8.3 LaTeX 用 户 的 替代 方案 


显然 ， 上 面 所 讨论 的 创建 TeX 格式 化 字符 串 的 方案 都 并 不 简单 ， 并 且 两 者 都 局 限于 
Matplotlib 中 创建 的 图 形 。 至 少 有 两 种 扩展 功能 的 方法 ， 可 以 将 已 经 创建 的 Tex 字符 串 〈 考 
虑 到 清晰 度 ， 我 们 假设 采用 PDF 格式 ) 准确 地 放置 到 一 个 图 形 中 。 

第 一 种 方法 适用 于 所 有 平台 上 的 LaTeX 用 户 ， 并 且 假 设 图 表 已 经 包含 在 LaTeX 源 文件 
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中 。 然 后 ， 可 以 使 用 广泛 采用 的 LaTeX 包 pinlabel 来 完成 这 项 工作 。 

开源 软件 LaTeXit 9， 具 有 非常 直观 的 图 形 用 户 界面 ， 并 且 人 允许 将 文本 放置 到 任何 PDF 
文件 中 ， 这 也 是 我 的 首选 。 其 缺点 是 ， 虽 然 它 现在 是 一 个 成 熟 的 产品 ， 但 目前 只 能 在 
Macintosh OS X 平台 上 使 用 。 

另 一 个 开源 软件 包 是 KlatexFormula 日 ， 其 包含 一 些 LaTeXit 的 功能 ， 可 以 在 所 有 的 平 
台 上 使 用 ， 但 是 我 没有 测试 这 个 软件 包 。 


5.9 等 高 线 图 


假设 存在 方程 F(x, y)=z， 并 且 假 定 zo 是 z 的 一 个 固定 值 。 根 据 隐 范 数 定 理 的 条 件 ， 在 可 
能 交换 了 x 和? 的 角色 之 后 ,求解 这 个 方程 (至少 是 局 部 解 )， 对 于 yx, zo)， 这 些 就 是 z 的 
“等 高 曲线 ”( 或 者 称 “ 等 值 曲 线 ”“ 轮 廓 曲线 " )。 当 zo 变化 时 等 高 曲线 是 什么 样子 呢 ? 原则 上 ， 
我 们 需要 为 每 个 x、y 和 z 指 定形 状 相 同 的 二 维 数 组 ， 以 及 为 zo 值 指 定向 量 。Matplotlib 允许 
在 这 个 过 程 中 使 用 一 些 快捷 方式 。 例 如 ,根据 文档 ， 我 们 可 以 省 略 x 数组 和 y 数组 。 然 而 ， 
Matplotlib 可 以 使 用 np.meshgrid 函数 来 创建 整数 间隔 的 网 格 作为 缺 省 的 数组 ， 但 通常 需 
要 进行 数组 转 置 ， 因 此 如 果 使 用 此 选项 ,: 则 应 该 小 心 谨慎 ! 如 果 没 有 指定 zo 向量 ,那么 我 
们 可 以 给 出 应 该 绘制 的 等 高 曲线 的 数量 ， 或 者 接受 默认 值 。 默 认 情 况 下 ，zo 值 不 会 被 显示 ， 
因此 可 以 使 用 plt .clabel 函数 生成 这 些 值 ， 使 用 plt.contouzr 返回 的 值 作 为 参数 。 这 
些 函 数 的 字符 串 帮 助 信息 包括 其 他 的 选项 。 如 下 代码 片段 的 输出 结果 请 参见 图 5-7 





我 们 已 经 讨论 过 第 1 一 8 行 的 思想 。X、Y 和 Z 是 51X61 的 浮 点 数组 。 在 第 10 行 中 ， 函 
数 ax.contour 尝试 绘制 12 条 等 高 曲线 ， 其 返回 值 是 一 组 曲线 。 然 后 在 第 11 行 ， 我 们 将 
Z 值 标签 附加 到 曲线 上 。Matplotlib 将 使 用 彩虹 颜色 (标准 默认 值 ) 显示 曲线 。 对 于 这 种 特殊 
的 情况 ， 彩 虹 颜 色 曲 线 在 这 本 黑白 印刷 的 书籍 里 不 会 呈现 。 第 10 行 中 的 选项 colors='k' 
确保 曲线 全 部 以 黑色 显示 (对 应 于 'k' 的 颜色 ， 具 体 请 参见 5.4.2 节 )。 还 有 很 多 其 他 的 选 


© ”可 以 从 网 址 htep://www.chachatelier.fr/latexit/ 下 载 。 
© ”官网 地 址 是 http://klatexformula.sourceforge.net. 


项 ， 详 细 内 容 请 参见 这 两 个 函数 的 文档 字符 串 帮助 信息 。 最 后 ， 第 13 行 根据 5.8 节 中 的 方 
法 创建 了 一 个 标题 。 


z=x-y 的 水 平等 高 曲线 
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图 5-7 一 个 使 用 Matplotlib 绘制 的 平面 等 高 线 图 


通过 使 用 颜色 (并 提供 一 个 颜色 条 ) 填充 等 高 曲线 之 间 的 空间 可 以 提供 为 一 种 等 高 曲线 
图 。 例如 ,图 5-8 是 通过 替换 上 述 代码 片段 中 的 第 10 行 和 第 11 行 来 创建 的 。 


__ im=ax.contouré (X,Y, 2,12) ences 
-  £ig.colorbar(im,orientation="vertical') = = 


z=x -y 的 水 平等 高 曲线 





-Z -1 0 I 2 
图 5-8 使 用 Matplotlib 绘制 的 填充 等 高 曲线 图 


5.8.1 节 中 的 第 二 种 方法 被 用 来 替代 第 13 行 代码 以 生成 图 形 标题 。 
最 后 ， 我 们 可 以 创建 如 图 5-9 所 示 的 第 三 种 等 高 曲线 图 ， 其 颜色 是 连续 的 (而 不 是 离散 
的 )。 通 过 简单 地 把 上 面 修改 代码 的 第 1 行 替换 为 如 下 代码 就 可 以 创建 该 图 形 。 


Im 
-= “ > Fe J == 


im=ax. imshow (2) r sah sainhan 





z=x°—y? 的 水 平等 高 曲线 
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5-9 使 用 Matplotlib 绘制 的 隐藏 在 连续 图 形 中 的 等 高 曲线 图 


我 们 还 使 用 了 5.8.2 节 的 方法 来 生成 图 形 标题 。 在 使 用 ax.imshow 选 项 时 ， 我 们 需要 
记 住 np.meshgrid 会 与 默认 的 适当 大 小 的 整数 网 格 一 起 使 用 。 为 了 保持 间 隅 信息 ， 我 们 可 
能 需要 改变 extent 和 aspect 参数 。 详 细 内 容 请 参见 函数 的 文档 字符 串 帮 助 信 息 。 为 了 解 
决 meshgrid 问题 ， 还 可 能 需要 进行 数组 转 置 。 


5.10 复合 图 形 


我 们 在 图 5-3 中 看 到 了 如 何在 单个 图 形 中 呈现 大 量 的 信息 。 在 许多 情况 下 ， 这 不 是 最 佳 
的 方法 。 为 了 避免 不 必要 的 命名 ， 我 们 引入 了 一 个 普遍 的 范例 。 一 个 有 创造 力 的 艺术 家 会 
选择 使 用 一 种 或 另 一 种 策略 ， 或 者 两 种 策略 的 组 合 : 在 新 的 页 面 上 开始 新 的 绘制 ， 或 者 在 同 
一 个 页 面 上 绘制 几 个 较 小 的 图 形 。 第 一 个 策略 在 概念 上 比较 简单 ， 因 此 我 们 首先 讨论 如 何在 
Matplotlib 上 实现 类 似 情 况 。 


5.10.1 多 个 图 形 


事实 上 ， 本 小 节 要 求 使 用 (但 仅仅 基本 了 解 ) Matplotlib 的 类 结构 。 我 们 在 5.3 节 中 介 
绍 了 这 些 知 识 点 ， 这 里 我 们 重复 一 些 关 键 要 素 。 我 们 需要 知道 的 是 ， 艺 术 家 视 作 草图 块 的 页 
H, m Matplotlib 用 户 视 作 屏 幕 窗口 ， 实 际 上 是 一 个 图 形 类 (Figure) 的 实例 。 我 们 用 命令 
plt .Figure() 来 创建 一 个 新 的 图 形 实例 (新 页 面 、 新 屏幕 )。 

下 面 是 一 个 简单 示例 ， 用 于 创建 两 个 非常 简单 的 图 像 。 





注意 ， 上 述 代 码 片段 将 创建 两 个 Matplotlib 窗口 。 在 大 多 数 安装 版 本 中 ， 第 二 个 窗口 将 
又 加 在 第 一 个 窗口 之 上 ， 因 此 需要 拖 电 窗口 以 便 同 时 观察 两 个 窗口 。 


5.10.2 多 个 绘图 


有 时 需要 在 同一 图 形 中 呈现 几 个 绘图 ,也 就 是 复合 图 。 在 许多 绘图 软件 包 中 ， 这 是 一 个 
烦琐 复杂 的 过 程 。 然 而 ， 使 用 Matplotlib 的 面向 对 象 的 特征 ， 可 以 很 容易 完成 此 任务 。 我 们 
在 这 里 展示 了 一 个 完全 人 工 的 例子 ， 在 同一 个 图 中 显示 了 四 种 不 同 的 衰减 率 。 很 显然 ， 产生 
图 5-10 所 需 的 代码 片段 需要 比 通常 的 代码 片段 要 长 。 
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图 5-10 使 用 Matplotlib 的 复合 图 形 示 例 


阅读 上 述 代码 片段 。 第 4 一 8 行 构造 了 四 个 数据 向 量 。 接 下 来 我 们 需要 介绍 一 些 有 点 不 
AWTS. SUT 3.9 节 的 读者 会 意识 到 这 里 发 生 了 什么 。 首 先 ， 我 们 在 第 10 行 中 使 用 
plt .figure 函数 构造 一 个 “图 形 类 对 象 "， 并 把 该 对 象 命名 为 fig。 

观察 图 5-10， 读 者 将 看 到 该 图 包括 一 个 标题 和 四 个 子 图 。 让 我 们 先 来 实现 标题 吧 。 在 
代码 片段 的 第 27 行 ， 使 用 与 类 实例 fig 关联 的 suptitle 函数 ， 可 以 绘制 该 标题 。 至 于 四 
SFE, 我们 使 用 第 11 行 代码 构造 了 第 一 个 于 图。 函数 fig.add_subplot (2,2,1) 考虑 
到 将 有 一 系列 子 图 ， 排 列 成 二 行 二 列 。 最 后 一 个 参数 表示 我 们 正在 处 理 其 中 的 第 一 个 子 图 。 
该 函数 的 返回 值 是 一 个 “ 轴 子 图 类 对 象 ”， 其 标识 符 为 axl。 如 果 在 IPython HHP, Bik 
键入 命令 axl. 然后 按 下 Tab 键 ， 结 果 将 显示 超过 300 种 可 能 的 功能 选项 ， 在 第 12 一 14 行 
使 用 其 中 三 种 功能 来 绘制 曲线 和 轴 标 签 。 第 15 一 26 行 重复 其 他 三 个 子 图 的 绘制 过 程 。 假 设 
要 绘制 的 子 图 数量 小 于 10 (通常 情况 下 )， 则 可 以 使 用 标准 的 缩写 方法 ,例如 第 15 TH, 代 
码 add_subplot (2,2,2) 可 以 缩写 为 aad_subplot (222)。 可 以 利用 很 多 其 他 各 式 各 样 
的 特征 ， 详 细 内 容 请 仔细 阅读 相应 的 函数 文档 字符 串 帮 助 信息 。 需 要 特别 注意 的 是 ，ax1. 
set_title(string) 用 于 输出 子 图 的 相关 标题 。 

当 构 造 复杂 的 复合 图 形 时 ， 重 要 的 是 要 记 住 空间 的 局 限 性 。 如 果子 图 开始 重 又 ， 则 应 该 
考虑 调用 函数 fig.tight_layout。 


5.11 曼 德 尔 布 罗 特 集 : 实用 示例 
我 们 用 一 个 稍微 长 一 点 的 示例 来 结束 本 章 ， 以 展示 简单 的 Python 命令 在 图 像 处 理 的 极 
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限 下 是 如 何 发 挥 作用 的 。 由 于 还 没有 讨论 微分 方程 的 数值 解 ， 因 此 我 们 (人 工地 ) 把 自己 限 
制 在 离散 过 程 。 我 所 选择 的 示例 虽然 相对 简单 ， 但 具有 极其 复杂 的 动态 性 ， 并 且 面 临 的 挑战 
是 其 图 形 化 表示 。 虽 然 读者 可 能 对 曼 德尔 布 罗 特 集 (Mandelbrot set) 没有 专业 兴趣 ， 但 是 关 
于 其 实现 的 讨论 导致 了 一 些 更 一 般 的 技术 要 点 ， 例 如: 

© 有 效 地 进行 数 亿 次 的 运算 操作 ; 

© 从 多 维 数组 中 动态 删除 元 素 ; 

© 采用 逐个 像素 的 方式 来 创建 高 清晰 度 图 像 。 

这 就 是 我 们 选择 该 示例 的 原因 。 

佩 特 根 和 李 希 特 (Peitgen and Richter, 1986) 系统 研究 了 分 形 图 形 ， 从 而 引发 了 人 们 对 
计算 机 图 形 应 用 的 关注 。 互 联网 上 有 许多 网 站 不 仅 关 注 能 够 展示 曼 德尔 布 罗 特集 (最 著名 的 
TE) 边界 的 卓越 图 形 ， 而 且 关 注 生 成 这 些 图 形 的 程序 。 虽 然 存 在 长 度 为 100~150 个 字符 
的 短程 序 ， 但 本 节 的 目标 是 在 迄今 为 止 介绍 的 内 容 的 基础 上 进行 构建 ， 并 展示 如 何 创建 快速 
生成 有 洞察 力 的 图 像 的 程序 。 我 们 首先 简要 描述 所 涉及 的 数学 知识 ， 然 后 讨论 一 种 算法 来 显 
示 集 合 边 界 。 最 后 ， 我 们 解释 下 面 的 代码 片段 是 如 何 实现 该 算法 的 。 

我 们 将 用 笛 卡 儿 坐 标 (x, y) 或 者 复 变 量 (z=x+iy) 来 描述 复 平面 ， 其 中 i-l RINKS 
一 个 复数 平面 自身 之 间 的 映射 关系 z 一 fz)。 曼 德尔 布 罗 特 选择 了 ftz)=z*+c， 其 中 c 是 常数， 
当然 还 存在 许多 其 他 选项 。 然 后 可 以 定义 一 个 迭代 序列 ; 

Zni=ZntC, Zo 是 预先 给 定 的 ， 并 且 n=0, 1, 2,… (5-1) 

按 惯例 通常 选择 ze=0， 然 而 通过 简单 重新 编号 ， 我 们 选择 zoc 因此, xh (5-1) 可 以 
定义 为 2n=Zn(C) 0 

下 面 是 两 个 例子 ， 分 别 对 应 于 c=1 和 c=i 的 情况 : 

ZE 2 

我 们 关注 当 n> of z(c) 的 行为 。 如 果 |zn(c)| 有 界 ， 则 我 们 称 c 位 于 曼 德 尔 布 罗 特集 M 
Ho RER, citt FMA, 但 c=1 则 不 然 。 深 入 研究 结果 表明 M 是 一 个 连通 集 ， 即 包含 
内 部 和 外 部 ， 我 们 将 展示 两 部 分 的 元 素 。 

回想 一 下 三 角 不 等 式 : WR u Aly BAB, W jut Sju HARTAR, AHE 
证 明 ， 如 果 |c| 宇 2， 则 zi(c) 一 w， 使 得 c 位 于 衣 之 外 。 现 在 假设 |c|<2， 如 果 我 们 发 现 对 于 
某 些 六 满足 |zwcjl>2， 那 么 三 角 不 等 式 可 以 用 来 证 明 |z,(c)| 随 着 n 的 增 大 (一 直到 之 外 ) 
而 增加 ， 即 当 no, zleo MRcMFM ZS, 那么 将 会 有 一 个 最 小 的 N， 为 了 说 明 
我 们 的 算法 ， 我 们 将 其 称 为 逃 选 参数 a(c)。 如 果 c 位 于 M 中 ， 则 该 参数 没有 定义 ,但 在 这 种 
情况 下 ， 为 了 便于 讨论 ， 我 们 认为 a(c)=%。 

我 们 可 以 对 居 里 叶 集 ( Julia set) 进行 类 似 的 研究 。 上 面 我 们 使 用 固定 的 zo=0 和 变换 的 
参数 c 来 迭代 弟 推 关系 式 (5-1) 以 获得 曼 德尔 布 罗 特集 。 现 在 讨论 男 一 种 方法 ,保持 参数 c 
固定 并 改变 起 始点 Zoo WR |z,(c)| 是 有 界 的 ， 则 称 zo 位 于 居 里 叶 集 J(e) 中 。 

计算 机 的 作用 是 帮助 可 视 化 a(c)， 当 < 位 于 复 平面 的 某 个 区 域 时 。 事 实证 明 ， 这 个 函数 
具有 极其 复杂 的 行为 ， 因 此 平面 图 是 不 合适 的 。 因 为 我 们 可 以 观察 到 结构 存在 于 所 有 尺度 
上 ， 因 此 等 高 曲线 图 会 产生 误导 。 相 反 ， 我 们 使 用 颜色 来 表示 逃逸 参数 的 值 ， 并 且 这 可 以 在 
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逐个 像素 的 基础 上 完成 。 这 可 以 创造 捕获 许多 人 想象 力 的 图 形 。 在 这 里 ， 我 们 探索 经 典 的 曼 
德尔 布 罗 特 集 可 视 化 。 稍 后 ， 在 6.10 节 ， 我 们 采用 另外 的 视角 来 讨论 居 里 叶 集 的 递 推 关 系 
式 (5-1)。 

我 们 首先 选择 矩形 区 域 xo SxS, Yoy Syni 我 们 已 经 了 解 如 何 使 用 np .mgrid 在 
均匀 间隔 的 矩形 网 格 上 构造 x 和 Yy， 然 后 可 以 在 每 个 网 格 点 构造 参数 c=x+1j*y。 接 下 来 ， 
对 于 每 个 网 格 点 ， 我 们 将 z 作为 c 的 一 个 副本 。 我 们 需要 指定 一 个 整数 参数 max_iter， 即 
我 们 准备 执行 的 曼 德尔 布 罗 特 迭 代 的 最 大 次 数 。 然 后 ， 我 们 构造 一 个 迭代 循环 来 迭代 z 到 
z**2+co。 在 迭代 循环 的 每 一 步 ， 我 们 测试 是 否 有 np .abs (z) >2。 第 一 次 发 生 这 种 情况 时 ， 
我 们 将 逃逸 参数 eps 调整 为 迭代 次 数 。 如 果 这 种 情况 从 未 发 生 ， 那 么 我 们 将 eps 设置 为 
max_iter。 然 后 我 们 处 理 下 一 个 网 格 点 。 在 这 个 迭代 过 程 结束 时 ， 我 们 将 得 到 一 个 逃逸 参 
数 的 矩形 数组 ， 可 以 将 其 可 视 化 。 这 是 直截了当 的 。 然 而 ,我 们 需要 考虑 一 个 问题 ， 网 格 尺 
寸 在 每 个 方向 上 都 是 大 于 10°, FFA max_iter 大 于 10:。 因 此 ， 我 们 至 少 需要 1CKSE 
尔 布 罗 特 迭代 ! 我 们 需要 向 量化 这 个 计算 。 原 则 上 ， 这 也 很 简单 。 我 们 使 用 一 个 for 循环 
来 执行 曼 德尔 布 罗 特 迭代 ， 并 使 用 NumPy 数组 同时 演化 所 有 的 网 格 点 。 然 而 ， 如 果 在 早期 ， 
我 们 在 网 格 点 设置 逃 揭 参数 的 值 ， 那 么 我 们 不 希望 在 后 续 迭 代 中 包括 该 点 。 

这 涉及 逻辑 操作 ， 仔 细 观 察 ，4.1.5 节 中 对 向 量 的 逻辑 操作 的 讨论 可 以 扩展 到 多 维 数组 。 
然而 与 一 维 数组 相 比 ， 从 二 维 数 组 中 移 除 元 素 并 没有 那么 容易 。 因 此 ， 我 们 需要 “扁平 化 ” 
二 维 数 组 以 产生 一 维 回 量 。 我 们 采用 z 数组 ， 并 使 用 reshape 函数 来 构造 包含 相同 点 的 向 
量 ; 这 是 用 指针 来 完成 的 。 这 里 并 没有 实际 的 数据 复制 。 在 迭代 向 量 之 后 ,我 们 检查 “逃逸 
wm”, BD 中 >2 的 那些 点 。 对 于 所 有 的 逃逸 点 ,我 们 同时 写 入 逃逸 参数 。 接 下 来 我们 创建 
一 个 包含 所 有 被 删除 的 逃逸 点 的 新 向量 。 同 样 ， 这 可 以 直接 完成 而 不 需要 实际 复制 数据 。 然 
后 我 们 迭代 较 小 的 向 量 ， 以 此 类 推 。 

这 种 处 理 运 行 速度 非常 快 ， 但 稍微 有 点 复杂 。 我 们 需要 建立 一 个 二 维 的 逃逸 参数 矩阵 ， 
而 其 位 置信 息 在 扁平 截断 向 量 中 被 丢失 了 。 解 决 方案 是 创建 携带 x 和 ?y 位 置 的 一 对 “索引 向 
量 " ， 并 以 与 截断 z 向 量 完全 相同 的 方式 来 截断 它们 。 因 此 ， 对 于 z 向 量 中 的 任何 点 ， 我 们 
总 是 可 以 通过 查看 两 个 索引 向 量 中 的 对 应 点 来 恢复 其 坐标 。 

下 面 的 代码 片段 可 以 分 为 五 个 部 分 。 第 一 部 分 (第 $ 一 9 行 ) 很 简单 ， 仅 用 于 设置 参数 。 
(如 果 和 希望 重 构 程序 为 函数 ， 那 么 这 些 将 是 输入 参数 ,) 

第 二 部 分 (第 12~15 47) 使 用 熟悉 的 函数 来 设置 数组 。 不 过 ， 需 要 对 数组 esc_parms 
进行 一 些 说 明 。 图 像 处 理 中 的 惯例 是 颠倒 x 坐标 和 yy 坐标 的 顺序 (实际 上 是 转 置 )， 对 于 每 个 
点 ， 我 们 需要 由 三 个 长 度 为 8 的 无 符号 整数 所 构成 的 三 元 组 ， 它 们 将 保存 该 像素 的 红 、 绿 、 
蓝 (rgb) 数据 。 

接 下 来 ， 在 代码 片段 的 第 18 一 21 行 中 , 我们 使 用 reshape 函数 来 对 ix, iy Alc 的 数 
组 进行 “扁平 化 " 。 这 里 并 没有 进行 数据 复制 ， 并且 扁 平 数组 包含 与 其 二 维 数组 相同 数量 的 
元 素 。 在 这 个 阶段 ， 我 们 于 第 22 行 引入 z HE, CRIE c 向 量 的 副本 ， 即 迭代 的 起 点 。 
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for 循环 (第 24~41 47) FFT BURA EIR, RIEAN z 向 量 是 否 为 空 
( 即 是 否 所 有 的 点 都 已 逃逸 )， 如 果 为 空 ， 则 停止 迭代 。 在 第 28 行 和 第 29 行 中 ， 我 们 选择 由 
迭代 计数 器 任意 编码 给 出 的 rgb 三 元 组 值 (当然 ,这 也 可 以 被 其 他 选项 替换 )。 第 31 行 和 





第 32 行 执行 迭代 ， 也 许 使 用 一 行 代码 z_f=z_f*z_f+c 开会 更 简单 且 更 清楚 ， 但 这 会 涉 
及 创建 两 个 临时 数组 ， 在 上 述 版 本 中 并 不 需要 这 两 个 临时 数组 。 这 个 版 本 80% 的 时 间 都 花 
在 运行 z_f=z_f*z_f+c_f 这 条 语句 了 。 第 33 行 测试 逃逸 情况 。escape 是 与 z_f 相同 
大 小 的 布尔 值 向 量 ， 如 果 abs (z_f)>2， 则 为 True， 否则 为 False。 下 一 行 代码 用 于 为 

“escape 为 Trrue” 的 元 素 设 置 相应 的 rgb 数据 。 正 是 在 这 一 点 上 ， 我 们 需要 使 用 ix_f 和 
iy_f 问 量 来 存储 点 的 位 置信 息 。 

我 们 可 以 很 容易 地 检测 到 如 果 b 是 布尔 值 向 量 ， 那 么 -b 是 一 个 大 小 相同 的 向 量 ， 其 中 
True Ñl False 的 值 互 换 。 因 此 ， 在 第 36 行 之 后 ,除了 逃逸 点 之 外 ， 所 有 点 的 escape 都 
E True, 现在 ， 第 38 一 41 行 从 数组 ix_f、iy_f、c_f 和 2z 中 删除 所 有 的 逃逸 点 ， 之 
后 我 们 再 次 遍历 循环 。 请 注意 ， 如 果 在 max_iter 次 迭代 之 后 某 个 点 没有 逃逸 ， 那 么 它 的 
rgb 值 是 缺 省 值 (0 )， 并 且 相 应 的 颜色 是 黑色 。 

代码 的 最 后 一 部 分 (第 45~49 行 ) 调用 Python 图 像 处 理 库 ( PIL) 将 rgb 数组 转换 为 图 
片 ， 显 示 图 片 并 保存 为 文件 。PIL 应 该 包含 在 用 户 的 Python RAP. MRA, WAY 
从 其 官网 下 载 ， 也 可 以 同时 下 载 帮 助 文档 9 。 

这 个 代码 片段 没有 使 用 Matplotlib， 但 如 果 和 希望 将 图 片 舱 入 到 笔记 本 中 ， 那 么 需要 在 代 
1 H BAR ESI LE RST: 





import matplotlib.pyplot as plt 
smatplot lib notebo aK oo | = J | 

pil_im=Image. open ("mandelbrot. Fpa", ‘Ty MeF SEPT O EA eee ! 
; git. imshow(np.asarray (pil_im) ) it ee 上 Oe he ors 








上 上 述 代码 片段 输出 的 黑白 版 本 图 像 如 图 5-11 所 示 。 为 了 理解 曼 德尔 布 罗 特 集 边 界 的 丰 
富 性 ， 读 者 可 以 在 复数 平面 上 用 其 他 较 小 的 区 域 进行 试 验 。 读 者 可 能 更 喜欢 不 太阴 暗 的 颜色 
方案 ， 这 可 以 通过 改变 代码 片段 的 第 29 行 来 轻松 实现 。 





图 5-11 曼 德尔 布 罗 特 集 的 示例 


日 官方 网 址 为 http://www.pythonware.com/products/pil. 
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6.1 概述 


多 维 数据 集 


在 前 一 章 中 ， 我 们 看 到 Python 的 Matplotlib 模块 非常 适用 于 生成 单个 函数 y=ftx) 的 图 
形 。 事 实 上 ， 其 功能 还 不 止 如 此 。 假 设 x 是 一 个 独立 变量 ， 并 且 给 出 x 的 多 个 值 ， 通 常 是 
均匀 间隔 的 。 假 设 我 们 定义 了 一 个 参数 化 曲线 x=x(u). y=y(u). Matplotlib 的 ax.plot 函数 
可 以 很 容易 地 绘制 这 样 的 曲线 。 作 为 一 个 具体 的 简单 示例 ， 假 设 在 [0, 2r] 上 定义 了 9， 则 
x=cos(), y=sin(@) 定义 了 一 条 熟知 的 曲线 : 单位 圆 。 另 一 个 重要 的 例子 是 二 维系 统 ， 由 坐 
标 x 和 ?描述 ， 随 时间 上 而 变化 。 我 们 可 以 画 出 关于 上 和 xD AA, AE xA 和 y(t) 的 
图 形 。Matplotlib 还 擅长 制作 等 高 曲线 。 更 具体 地 ， 假 设 z 是 两 个 变量 的 函数 z=Z(x, y), W 
至 少 在 局 部 且 满 足 某 些 条 件 时 ， 通 过 交换 x 和 y， 我 们 可 以 将 关系 反 转 为 y=Y(x, z)。 如 果 现 
在 固定 z 的 值 ， 假 设 z==zo。， 那 么 我 们 会 得 到 一 系列 由 zo 参数 化 的 曲线 y=y(x, z0)。 这 就 是 使 用 
Matplotlib 的 ax.contour 函数 绘制 得 到 的 等 高 曲线 。 

在 大 多 数 科学 计算 的 情况 下 ,事情 要 比 这 复杂 得 多 。 例 如 ，y=ftx) 必须 替换 为 yf, 
Xa, …, Xn), HA 1 过 2。 随 后 我 们 面临 两 个 基本 问题 : 第 一 个 问题 将 在 6.2 节 讨 论 ， 即 如 何 将 
数据 编辑 成 可 视 化 的 形式 。 第 二 个 问题 将 在 6.3 节 讨 论 ， 即 一 旦 当 Matplotlib 无 能 为 力 时 ， 
还 有 哪些 其 他 方法 可 用 。 本 章 的 剩余 部 分 则 用 于 讨论 可 视 化 的 实际 例子 。 


6.2 ” 降 维 到 二 维 


视频 显示 装置 (VDU) 的 屏幕 以 及 纸张 都 是 二 维 的 ， 因 此 三 维 或 者 更 高 维 对 象 的 任何 表 
示 最 终 都 必须 简化 为 二 维 。 至 少 有 两 个 标准 过 程 来 实现 这 一 目标 。 为 了 避免 表述 过 于 抽象 ， 
假设 我 们 使 用 坐标 (x, y, z, w,…) 来 描述 对 象 。 

第 一 种 降 维 过 程 〈 通 常 称 为 “截面 ”技术 ) 是 在 坐标 上 施加 一 个 或 者 多 个 任意 的 条 件 ， 
以 便 减 少 维度 。 最 简单 且 最 常用 的 方法 是 假设 除 两 个 坐标 外 的 所 有 坐标 值 为 常量 (例如 ， 
z=z0，w=wo，… )， 从 而 给 出 对 象 的 有 限 二 维 视图 。 通 过 多 次 (但 数量 不 是 太 大 ) 选择 不 同 的 
zo、wo，"… (因此 称 之 为 参数 ) 来 获得 其 二 维 视图 ， 应 该 能 够 恢复 有 关 对 象 的 有 用 信息 。 这 
种 方法 的 一 个 例子 是 前 一 节 提 到 的 在 Matplotlib 中 绘制 等 高 曲线 的 过 程 。 

第 二 个 常用 的 降 维 过 程 是 投影 (projection). BARBARA =A. PRK eH 
个 “观察 者 方向 "， 即 三 维 空间 中 的 一 个 单位 向 量 ， 并 将 对 象 投影 到 与 观察 者 方向 正 交 的 二 
维 平面 上 。( 如 果 不 同 的 对 象 点 投影 到 相同 的 图 像 点 ， 则 需要 考虑 是 否 以 及 如 何 区 分 它们 。 


2A H 97 


在 本 文中 ， 我 们 将 忽略 这 个 难题 。) 在 三 维 向 量 的 标准 表示 法 中 ， 设 n 为 观察 者 方向 ， 其 中 
n: n=l, x 为 任意 一 个 三 维 向 量 ， 则 投影 算 子 PIE: 
P(x)=x-(x + n)n 

很 容易 看 出 这 个 向 量 与 是正 交 的 ， 即 对 于 所 有 的 Xx，n， P(x)=0。 在 物理 学 上 ，P(x) 
所 跨越 的 平面 上 的 投影 就 是 远 距 离 观 察 者 所 看 到 的 结果 。 投 影 技术 也 可 以 应 用 于 更 高 的 维 
BE, 但 是 其 物理 解释 不 直观 。 我 们 可 以 通过 选择 足够 的 方向 来 “可 视 化 ”对 和 象 。 

需要 注意 的 另 一 点 是 ， 如 果 每 个 维度 都 需要 用 N 个 点 来 解析 一 个 对 象 ， 并 且 存 在 4 个 
维度 ， 那 么 所 需要 的 点 数 将 是 N*。 因 此 ， 如 果 d3, 那么 我 们 不 能 期 望 达 到 与 二 维 情况 一 
样 好 的 分 辨 率 。 此 外 ， 还 可 能 存在 大 量 的 数据 ， 我 们 可 能 需要 一 些 复杂 的 软件 来 管理 它 。 


6.3 可视化 软件 


这 里 包含 两 个 任务 ， 需 要 单独 讨论 ， 尽 管 第 一 个 任务 经 常 被 掩盖 。 

原则 上 ， 我 们 可 能 需要 将 数据 转换 成 或 多 或 少 的 标准 数据 格式 之 一 。 也 许 最 有 名 的 是 
HDF (分 层 数 据 格式 ) SM VTK (可 视 化 工具 包 ) SS， 即使 有 很 多 其 他 公共 领域 的 标准 格式 。 
这 些 格式 的 目的 是 提供 可 视 化 “对 象 ”的 最 大 程度 的 一 般 性 描述 ， 因 此 其 学 习 曲 线 相当 陡 
峭 。 特 定格 式 的 选择 通常 取决 于 所 使 用 的 可 视 化 软件 包 。 

可 视 化 软件 包 的 任务 是 以 指定 格式 获取 数据 并 生成 二 维 视图 。 软 件 包 必须 运行 速度 快 ， 
因此 无 论 是 使 用 截面 技术 还 是 投影 技术 ， 图 形 都 可 以 以 最 小 的 时 滞 产 生 和 修改 。 考 虑 到 也 需 
要 产生 各 种 输出 、 图 像 、 电 影 等 ， 软 件 包 往 往 非 常 复杂 ， 其 学 习 曲 线 也 十 分 陡峭 。 因 为 这 些 
软件 包 开 发 起 来 比较 困难 ， 所 以 它们 通常 是 具有 非常 昂贵 的 价格 的 商业 产品 。 幸 运 的 是 ,在 
公共 领域 已 经 有 一 些 高 品质 的 软件 包 ， 包 括 ( 远 远 不 是 完整 的 列表 ， 按 字母 顺序 ): Mayavi © 
和 Paraview © (二 者 都 基于 VTK) 以 及 Visit ® (使 用 silo 或 者 HDF)。 这 三 个 软件 包 都 提供 
了 Python 接口 ， 以 访问 其 特性 。 然 而 ， 上 面 列举 的 三 个 示例 中 ， 后 两 个 存在 一 个 问题 : 像 
Python 一 样 ， 它 们 是 复杂 的 应 用 程序 ， 并 且 仍 处 在 开发 过 程 中 。 由 于 编译 它们 所 涉及 的 复 
杂 性 ， 它 们 都 为 所 有 主要 平台 提供 了 可 运行 的 二 进 制版 本 。 当 然 ，Python 接口 只 与 创建 二 进 
制程 序 时 使 用 的 Python 版 本 一 起 工作 ， 并 且 这 可 能 与 最 终 用 户 的 版 本 不 同 。 然 而 ， 由 于 
Mayavi 是 许多 Python 发 布 包 的 一 部 分 ， 因 此 应 该 更 少 地 受到 这 个 问题 的 影响 。 它 的 主要 优 
点 是 ， 当 与 mlab 模块 一 起 使 用 时 ， 用 户 不 必 掌 握 原始 VTK 代码 的 复杂 性 。 


6.4 可视化 任务 示例 
本 书 的 理念 是 尽量 减少 在 Python 基础 上 添加 外 部 软件 ， 同 时 更 重要 的 是 ， 消 除 陡峭 的 


更 多 相关 信息 请 参见 https://www.hdfgroup.org/。 
官网 地 址 为 http://www.vtk.org。 

官网 地 址 为 http://mayavi.sourceforge.net。 
官网 地 址 为 http://www.paraview.org。 
官网 地 址 为 http://wcei.linl.gov/codes/visit。 


昌国 由 四 中 
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学 习 曲 线 。Python 通过 提供 几 种 不 同 的 方法 来 避免 这 两 个 缺点 ， 这 些 方法 与 我 们 已 经 讨论 过 
的 方法 非常 相似 。 为 了 说 明 它 们 的 用 途 ， 我 们 将 讨论 四 个 不 同 的 任务 。 注 意 ， 在 所 有 这 些 例 
子 中 ， 数 据 必须 是 先 验 分 析 的 。 这 是 为 了 把 注意 力 集中 在 可 视 化 上 。 在 现实 问题 中 ， 数 据 来 
自 实验 或 者 数值 双 近 。 然 而 ， 这 里 提出 的 解决 方案 是 现实 生活 问题 可 视 化 的 起 点 。 


6.5 ”孤立 波 的 可 视 化 
人 研究 最 多 的 非 线 性 波动 方程 之 一 是 Korteweg-de Vries HEE, XF AX u(t, x): 


Ustu +6uu:=0 
Hh u=au/atS. FE-PE fE, PIM DR, Be: 
u(t, x, + en a ne 
2(cosh((Ve /2)(x—ct))) 
其 中 c>0 是 一 个 常量 参数 。 
我 们 考虑 三 个 “截面 ”的 任务 ， 它 们 可 以 共享 很 多 相同 的 代码 。 首 先 ， 我 们 假设 x 是 
x 的 函数 ， 但 是 取决 于 两 个 常数 参数 上 和 c。 当 我 们 改变 上 和 的 选择 时 ， 图 形 会 如 何 变化 
R? 我 们 将 其 称 为 交互 式 操 作 任务 。 接 下 来 是 动画 任务 ， 比 如 说 保持 c 固定 不 变 ， 当 1 变化 
时 我 们 能 否 对 固定 范围 的 x 实现 一 个 快速 的 动画 呢 ? 动画 不 需要 过 于 精细 ， 但 必须 快速 且 
(几乎 ) 毫 不 费力 。 最 后 ， 我 们 有 一 个 电影 任务 ， 即 为 了 演示 目的 而 制作 更 复杂 的 电影 ， 当 c 
保持 不 变 时 ， 随 着 1 的 变化 ,将 4 表示 为 x 的 函数 。 | 
对 这 些 任务 的 调查 揭示 了 Matplotlib 的 一 个 意 想不到 且 不 受 欢 迎 的 侧面 。 这 个 软件 包 
通过 其 精心 设计 的 后 端 结构 (参见 5.2.2 节 ) 为 二 维 图 形 带 来 了 平台 独立 性 。 然 而 ， 当 通过 
animation (动画 ) 模块 处 理 更 复杂 的 任务 时 ,保持 这 种 独立 性 的 尝试 并 不 是 太 成功 。 在 教 
学 水 平 上 缺少 文档 字符 串 帮助 信息 为 那些 偶尔 使 用 该 模块 的 用 户 增加 了 使 用 难度 。 幸 运 的 是 ， 
[Python 笔记 本 的 概念 提供 了 部 分 有 效 的 解决 办 法 。 无 论 是 哪 种 浏览 器 ， 都 会 使 用 HTML 语 
言 ， 这 既 提 供 了 平台 独立 性 ， 也 提供 了 Matplotlib 创始 人 从 未 想到 的 全 新 图 形 后 端 特性 。 最 
后 两 个 任务 示例 了 使 用 (或 不 使 用 ) 这 些 特 征 的 不 同方 式 。 


6.5.1 交互 式 操作 任务 


交互 式 操作 任务 的 实现 方法 有 很 多 种 ,但 有 些 方法 对 后 端的 选择 特别 挑剔， 并 且 这 种 选 
择 似乎 依赖 于 平台 。 正 因 如 此 ， 我 提供 了 一 个 解决 方案 ， 虽然 看 起 来 简单 ， 但 应 该 能 在 所 有 
平台 上 工作 。 它 依赖 于 Matplotlib 控件 的 概念 。 相 关 文 档 9 过 于 复杂 ， 所 以 建议 研究 示例 号 ， 
下 面 的 代码 片段 摘自 示例 ， 但 被 简化 了 。 





日 ”网 页 地 址 为 http://matplotlib.org/api/widgets_api.html。 
日” 位 于 网 页 http://matplotlib.org/examples/index.html 的 底部 。 


第 6 一 8 行 定 义 波形 。 第 10 行 展示 了 如 何 用 一 个 命令 来 获得 图 形 和 轴 实 例 。 第 11 行 调 
整 绘图 的 位 置 。 第 17 行将 line 设置 为 使 用 默认 参数 绘制 的 线条 的 标识 符 。p1lt .plot 传 
递 包含 一 个 元 素 的 元 组 ， 这 就 是 逗号 必须 出 现在 左 侧 的 原因 。 如 果 还 要 理解 其 余 代 码 是 如 何 
工作 的 ， 那 么 读者 需要 研究 文档 字符 串 帮助 信息 。 应 该 很 容易 适应 不 同 的 问题 ， 使 用 更 多 的 
滑 块 等 。 
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6.5.2 动画 任务 


顾名思义 ，animation 模块 应 该 生成 动画 ， 但 是 其 方式 却 有 些 粗 略 ， 并 且 高 度 依赖 于 
平台 。 幸 运 的 是 ， 已 经 开发 了 一 个 附加 模块 JSaAnimation， 虽 然 它 是 轻 量 级 的 ， 但 可 以 胜 
任 这 项 工作 。" JS” 指 的 是 JavaScript， 它 包含 在 大 多 数 现代 操作 系统 中 。 按 照 A.5 节 中 的 
方法 ， 可 以 下 载 8 和 安装 该 模块 。 我 们 在 Python 笔记 本 中 展示 如 何 为 孤立 波 生成 一 个 简单 
的 动画 ( 当 c=1 AY). 





在 第 3 行 中 ， 我 们 预先 设置 轴 的 边界 限制 ， 以 避免 动画 中 不 必要 的 抖动 。 唯 一 要 改变 的 
是 所 绘制 的 线 ， 我 们 将 其 设置 为 第 4 行 中 的 元 组 ， 并 使 用 在 第 O~11 行 中 定义 的 函数 init () 
对 其 进行 初始 化 。 使 用 在 第 6 行 和 第 7 行 中 定义 的 上 和 x 数 组 ， 函 数 animate(i) (第 
13 一 16 行 ) 执行 产生 第 i 帧 的 工作 。 最 后 ,动画 是 由 第 18 行 产生 的 。 大 多 数控 件 应 该 是 众 
所 周知 的 。 最 左边 的 按钮 (C) 和 最 右边 的 按钮 (+) 分 别 用 于 减 慢 动画 和 加 速 动 画 。 


日 ”官网 地 址 为 https://github.com/jakevdp/JSAnimation。 


6.5.3 电影 任务 


现场 动画 比较 简单 ， 但 它们 需要 运行 Python 程序 。 考 虑 到 许多 目的 ， 特 别 是 演示 文 
稿 ， 有 可 能 需要 创建 单独 的 电影 。 在 本 节 中 ， 我 们 将 展示 如 何以 平台 无 关 的 方式 来 实现 该 
任务 。 

这 个 过 程 包括 两 个 步 又。 首先 ， 我 们 必须 建立 一 组 帧 文件 ， 每 个 ! 值 一 个 。 接 下 来 ,我 
们 必须 考虑 如 何 将 这 个 帆 文 件 的 集合 转换 成 电影 。 参 考 手 册 Matplotlib Community (2016 ) 
建议 使 用 mencoder 函数 ， 或 者 使 用 ImageMagick 软件 包 中 的 convert 实用 程序 。 本 书 作 
者 则 建议 使 用 ffmpeg 软件 包 2 ， 该 软件 包 在 大 多 数 平台 都 是 可 用 的 。 

下 面 代码 片段 中 的 第 5 一 7 行 重新 定义 了 和 孤立 波 ， 在 这 里 我 们 固定 速度 c=1。 我 们 的 电 
影 将 由 许多 帧 组 成 ， 每 一 个 上 值 都 有 一 个 相对 应 的 帧 值 。 在 第 11 一 17 行 中 ， 我 们 创建 一 个 
PRA blot_solwave (t，x) ， 它 为 给 定 的 上 创建 相应 的 帧 。 


O A http://www.fimpeg.org. 
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主 循环 (55 22~2677) 对 每 个 大 执行 以 下 步骤 。 创 建 一 个 由 _temp, i MER png 
组 成 的 文件 名 ; 然后 绘制 帧 并 将 其 保存 到 这 个 按 指 定 文件 名 生成 的 文件 中 ; 最 后 在 第 26 
行 清 除 帧 以 准备 下 一 帧 的 绘制 。 在 这 一 步 结束 时 ， 将 生成 许多 文件 : _temp00000.png, 
_temp00001 .png，…， 当 然 也 可 以 选择 男 一 种 文件 格式 而 不 是 png, 但 这 种 格式 可 能 是 
质量 和 大 小 之 间 的 合理 折 中 。 

处 理 过 程 的 第 二 部 分 ， 我 们 导入 os 模块 ， 特 别 是 函数 os .system()。 该 函数 十 分 简 
单 ， 它 接收 一 个 字符 串 参 数 ， 将 其 解释 为 命令 行 指令 并 执行 。 这 个 代码 片段 假设 使 用 UNIX/ 
Linux 操作 系统 ，Windows 用 户 需 要 修改 代码 。os . systenm 的 第 一 次 调用 (第 29 行 ) 从 当 
前 目录 中 删除 文件 _movie.mpg (如 果 存 在 )。 写 人 时 ， 第 二 次 使 用 os .system 来 创建 一 个 
调用 ffmpeg 的 命令 行 。 注 意 ，Python 并 不 知道 你 的 用 户 配置 文件 ， 因 此 字符 串 中 的 第 一 项 
是 我 复制 的 ffmpeg 二 进 制 文件 的 绝对 路 径 名 。 几 乎 可 以 肯定 ， 你 的 系统 与 此 不 同 ， 因 此 具 
体 使 用 时 需要 编辑 这 一 行 代码 。 然 后 遵循 ffmpeg 需要 的 参数 。 基 本 的 参数 是 -rz 25 ( 即 每 
秒 25 帧 ) 和 -b:v 1800 (比特 率 )。 这 些 选 项 都 满足 我 的 要 求 。 输 入 文件 遵循 -1， 并 且 
_temp%05d.png 被 解释 为 刚刚 创建 的 帧 文件 的 集合 。 最 后 一 项 是 输出 文件 _movie.mpg。 
最 后 一 行 删 除 前 面 创建 的 所 有 帧 文件 ， 保 留 电 影 文 件 ， 可 以 使 用 任何 标准 实用 程序 查看 。 当 
然 ， 也 可 以 选择 使 用 其 他 的 电影 格式 ， 而 不 是 mpg。 此 外 ， 还 可 以 通过 修改 第 30 一 31 行 ， 
把 ffmpeg 替换 为 用 户 喜 欢 的 其 他 实用 工具 。 

上 述 代码 片段 创建 并 销毁 了 701 个 帧 文件 。 它 的 速度 取决 于 用 户 的 系统 安装 环境 。 解 释 
器 可 能 会 发 出 一 些 文件 大 小 的 警告 ， 可 以 安全 地 忽略 这 些 警 告 。 使 用 Python 来 执行 这 些 系 
统 命令 的 原因 应 该 是 显而易见 的 。 一 旦 对 代码 感到 满意 ， 我 们 就 可 以 把 它 打包 成 一 个 独立 的 
制作 电影 的 功能 ! 这 是 使 用 Python 作为 脚本 语言 的 一 个 实例 。 


6.6 三维 对 象 的 可 视 化 


我 们 将 考虑 三 种 情况 ， 每 种 情况 给 出 一 个 具体 实例 。 我 们 的 例子 是 人 造 的 ， 从 某 种 意义 
上 说 ,它们 是 预先 定义 的 分 析 。 然 而 在 设置 它们 时 ， 我们 必须 构造 有 限 的 离散 数据 集 。 在 现 
实 世界 中 ,我们 将 使 用 自己 的 有 限 离散 数据 集 ， 这 些 数 据 要 么 来 自 实验 ， 要么 来 日 复杂 的 数 
值 模拟 。 

第 一 种 情况 是 参数 化 曲线 x(D=(xz(D, v(t), z(0)， 作 为 具体 实例 我 们 将 讨论 曲线 Com(a) : 

x=(1+a cos(nt))cos(m?t), y=(1+a cos(nt))sin(mt), z=a sin(nt) 

其 中 te[0, 2x], n Alm 是 整数 ,并且 0<a<1。 结 果 是 环绕 圆 环 面 的 螺旋 ,分 别 具 有 大 半 往 
1 和 小 半径 a， 是 利 萨 如 (Lissajous) 图 形 的 三 维 泛 化 。 

第 二 种 情况 是 曲面 z=z(x, y)。 这 里 我 们 将 讨论 人 造 但 具体 的 实例 : 

zz cos(2x)cos(3y)， 其 中 -2<x<2, -3 <y <3 

第 三 种 情况 ， 我 们 将 讨论 更 普遍 的 参数 化 曲面 场景 x=x(u, v), y=y(u, v), z=z(u, v), %4 
果 选 择 x=u，y=v， 则 简化 为 上 面 的 第 二 种 情况 。 作 为 具体 实例 ， 我 们 将 讨论 由 Enneper 发 
现 的 目 相交 极 小 曲面 : 
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x=u(l-u?/3+v°), y=v(1-v’/3-447), zzu -v ， 其 中 -2<u, v2 

用 更 高 的 维 数 来 构造 相似 的 例子 并 不 困难 。 

有 一 个 问题 在 两 个 维度 上 几乎 是 微不足道 的 ， 即 数据 值 之 间 的 关系 (如 果 有 的 话 )。 在 
二 维 空间 中 ， 当 我 们 调用 ax.plot (x,y) iF, xA y 被 看 作 线 性 列表 ， 并 且 在 连续 的 数据 
点 之 间 画 一 条 线 。 如 果 我 们 认为 数据 是 不 相关 的 ,那么 使 用 ax .scatter (x,y) 将 仅仅 显 
示 数 据点 。 

在 三 维 空间 中 则 更 加 灵活 。 人 例如， 如果 要 绘制 上 面 的 第 二 个 例子 ， 当 x 和 Y 是 均匀 分 
布 的 数组 时 (例如 由 np.mgriad 生成 的 结果 )， 我 们 将 用 矩形 对 二 维 表 面 进行 锐 艇 ( 镶 肉 成 
花纹 或 者 铺 成 棋盘 形 图 案 )。 上 面 的 Enneper 表面 是 更 一 般 的 四 边 形 的 平 铺 结果 。 然 而 ， 我 
们 也 可 以 考虑 三 角形 的 镶 艇 ,或 者 根本 不 限定 结构 而 仅仅 绘制 点 。 在 更 高 的 维度 ， 还 有 更 多 
的 可 能 性 。 

我 们 将 讨论 使 用 两 种 不 同 的 软件 方法 来 实现 每 一 个 例子 。 第 一 个 是 Matplotlib 的 
mplot3d 模块 。 这 意味 着 在 第 5 章 中 获得 的 大 部 分 经 验 可 以 重复 使 用 。 此 外 ， 输 出 将 依旧 
是 高 清晰 度 向 量 图 形 。 然 而 ， 存 在 一 个 不 足 之 处 。 因 为 我 们 要 人 处理 非常 多 的 点 (参见 6.2 节 
末尾 的 参数 )， 所 以 试图 实现 上 一 节 中 讨论 的 交互 式 操作 或 者 电影 任务 的 速度 将 变 得 异常 
缓慢 。 | 
FAY mplot3d 速度 太 慢 ， 因 此 我 们 还 要 考虑 Mayavi 软件 包 ， 特 别 是 可 以 从 Mayavi 加 
载 的 mlap 模 块 ， 它 本 身 就 是 一 个 Python 软件 包 。 这 使 得 Mayavi 的 许多 特性 可 以 用 类 似 
Matplotlib 的 接口 来 实现 。 有 关 文 档 帮 助 ， 请 参阅 用 户 指南 Ramachandandran 和 Variquaux 
(2009), m, Mayavi 并 非 没 有 问题 。 其 开发 大 约 在 2010 年 已 经 完成 ， 当 时 它 被 称 为 
Mayavi2， 并 且 这 反映 在 文档 中 。 该 模块 依赖 于 几 个 非 Pythonic 包 ， 因 此 很 难 建议 直接 在 
IPython 解释 器 中 使 用 它 ，IPython 解释 器 既 独 立 于 平台 ， 又 独立 于 分 布 5。 然 而 ， 有 一 个 简 
单 的 解决 方法 ， 下 面 我 们 将 讨论 。 

在 接 下 来 的 三 节 内 容 中 ,我 们 将 讨论 三 个 实例 的 两 种 不 同 可 视 化 方法 。 掌 握 可 视 化 的 最 
快 且 最 令 人 满意 的 方法 是 尝试 代码 片段 ， 然 后 使 用 这 些 代码 片段 来 尝试 其 他 示例 。 强 烈 建议 
使 用 IPython 笔记 本 模式 。 


6.7 三维 曲 线 


现在 我 们 讨论 6.1.1 节 的 第 一 个 实例 : 曲线 Con). 我 们 将 使 用 任意 选择 的 参数 : a=0.3, 
m=11，n=9。 读 者 可 以 尝试 选择 使 用 其 他 参数 值 。 


6.7.1 使 用 mplot3d 可 视 化 曲线 


如 下 代码 片段 首先 使 用 Matplotlib 包 的 mplot3a 模块 来 可 视 化 曲线 。 这 里 假设 使 用 强 


© Enthought 赞助 了 Mayavi 项 目 ， 因 此 Canopy 实现 应 该 能 够 在 大 多 数 平台 上 运行 。 可 惜 的 是 ， 目 前 在 
Anaconda 内 实现 Mayavi 并 不 简单 。 
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烈 推 荐 的 Jupyter 笔记 本 。 





第 1 一 12 行 代码 已 经 熟知 。 第 13 行 引入 了 Axes3D 类 对 象 ， 用 于 实现 可 视 化 。 接 下 
He, 第 16 行 和 第 17 行 将 两 个 概念 连接 起 来 : ax 是 绑 定 到 Matplotlib 图 形 类 实例 fig 的 
Axes3D 对 象 的 实例 。 第 5 章 介 绍 了 使 用 Matplotlib 的 面向 对 象 风格 的 程序 设计 方式 ， 它 是 
mplot3a 的 使 用 标准 ， 因 此 第 18 行 实际 绘 制 了 曲线 ， 第 20 一 24 行 以 及 第 26 行 执行 了 与 二 
维 情况 类 似 的 熟悉 操作 。 

该 图 应 该 在 熟悉 的 Matplotlib 窗口 中 显示 ， 其 中 交互 按钮 的 行为 保持 不 变 (参见 5.2.4 
节 )。 然 而 ， 这 里 有 重要 的 新 功能 。 只 需 在 图 形 中 按 下 鼠标 左 键 并 移动 就 可 以 改变 观察 者 的 
方向 ， 同 样 按 下 鼠标 右键 并 移动 就 可 以 缩放 图 形 大 小 。 

如 前 所 述 ， 代 码 片 段 将 保存 用 方位 角 和 高 度 角 分 别 为 -60° 和 30° 的 默认 值 绘制 的 图 形 ， 
这 些 默 认 值 并 不 是 最 有 用 的 。 通 过 实验 ,我 们 可 以 建立 更 理想 的 设 定 值 。 被 注释 了 的 第 25 
行 显示 如 何 将 它们 设置 为 对 该 特定 图 像 更 为 可 取 的 值 。 如 果 修 改 并 取消 该 行 的 注释 ， 并 重新 
运行 程序 ， 则 将 保存 所 需 的 图 形 ， 如 图 6-1 所 示 。 如 果 有 标题 ， 则 演示 文稿 的 图 形 表 现 会 更 
好 ， 然 而 对 于 书 中 的 图 形 则 通常 不 需要 标题 。 作 为 折 中 ， 图 6-1 和 图 6-2 都 带 有 标题 ， 以 显 
示 如 何 实现 它们 ， 但 在 本 章 的 剩余 部 分 则 省 略 了 标题 。 
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图 6-1 一 个 使 用 Matplotlib.mplot3d 绘制 的 环线 圆 环 面 的 曲线 示例 
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图 6-2 使 用 Mayavi mlab 模块 且 基于 默认 设置 的 环绕 圆 环 面 的 曲线 示例 


6.7.2 使 用 mlab 可 视 化 曲线 


接 下 来 我 们 使 用 推荐 的 与 平台 无 关 的 方式 (即使 用 Mayavi) 来 可 视 化 曲线 。 首 先 需要 构 


造 下 面 的 代码 片段 ， 检 查 它 是 否 存在 语法 错误 ， 然 后 将 其 保存 到 文件 中 ， 比 如 torus .py。 






theta=np.linspace(0,2*np-pi,401)) o o o nao 





=- # specific but arbitrary choice of the parameters — 
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结果 如 图 6-2 所 示 。 第 1 一 10 行 与 mplot3d 版 本 相同 。 第 12 行 绘制 曲线 。 这 里 ， 我 们 
选择 根据 sin(n9) 的 值 来 对 曲线 进行 着 色 ， 其 中 0 是 曲线 的 参数 ， 使 用 颜色 映射 spectral 
(颜色 映射 将 随后 讨论 ) 。 第 14 行 和 第 15 行 输出 轴 和 标题 。 文 档 字符 串 提供 了 进一步 的 帮助 
信息 。( 注 意 ，Mayavi 开发 人 员 选 择 了 与 Matlab 兼容 的 函数 版 本 来 装饰 图 形 。 有 关 此 问题 的 
讨论 ， 请 参阅 5.107.) 不 要 尝试 运行 此 代码 片段 ， 而 是 将 其 保存 到 文件 中 ， 比 如 torus .py。 
接 下 来 运行 Mayavi 应 用 程序 ， 从 File 菜单 中 选择 运行 Python 脚本 并 选择 文件 Lorus .py。 
应 用 程序 将 绘制 沿 z 轴 所 看 到 的 曲线 。 其 图 形 窗口 和 Matplotlib 的 图 形 窗口 完全 不 同 。 一 旦 
绘制 出 图 形 ， 我 们 就 可 以 通过 按 下 鼠标 左 键 并 拖 忠 鼠标 来 改变 图 形 视角 。 鼠 标 右键 则 提供 图 
形 的 平移 和 缩放 功能 。 在 左上 角 有 12 个 小 按钮 ， 用 于 与 图 形 交 互 。 默 认 情 况 下 ， 背 景 颜色 
为 黑色 ， 按 钮 12( 右 侧 ) 允许 我 们 改变 背景 颜色 。 按 钮 11 用 于 保存 当前 场景 。 可 用 的 格式 
依赖 于 具体 的 实现 ,但 是 所 有 实现 都 应 该 允许 将 场景 保存 为 png 文件 。 i 

左边 是 mlab 构建 的 用 于 绘制 图 形 的 Mayavi“ 管 道 " 。 这 可 以 用 于 在 原来 位 置 编辑 图 
形 。 例 如 ， 标 题 太 小 ， 而 且 位 置 不 对 。 首 先 点 击 “ 管 道 ” 中 的 标题 ， 然 后 在 “管道 ”下 面 
的 Mayavi 对 象 编辑 器 中 单 击 ， 接 下 来 单 击 TextProperty 并 使 用 显示 的 菜单 来 更 改 字体 大 小 、 
字体 样式 和 位 置 。 

manila seem “tae” FER, RAEN Maya 3014. 


6.8 简单 曲面 


本 节 我 们 将 讨论 在 6.1.1 节 定义 的 简单 曲面 ， 其 定义 如 下 : 
=e cos(2x)cos(3y), HY -2<xS2, -3SyS3 


6.8.1 使 用 mplot3d 可 视 化 简单 曲面 
图 6-3 是 使 用 如 下 代码 片段 绘制 的 图 形 。 
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6-3 {EH Matplotlib.mplot3d 模块 绘制 的 一 个 简单 曲面 的 示例 ， 包 括 三 个 等 高 曲线 


这 里 ,第 3 行 和 第 4 行 定义 了 曲面 ,第 6 一 11 行 曾经 出 现在 用 于 可 视 化 参数 曲线 的 代码 
片段 中 。 第 12 行 代码 用 于 绘制 曲面 。 参 数 rstride=4、cstride=3 意味 着 每 第 四 行 和 每 
第 三 列 实际 上 被 用 来 构造 图 形 。 参 数 alpha=0.9 用 于 控制 曲面 的 透明 度 S， 它 是 位 于 范围 
[0, 1] 中 的 浮 点 数 。 有 关 其 他 可 用 的 参数 ， 请 参见 函数 的 文档 字符 串 帮 助 信 息 。 同 样 ， 第 
19~22 行 代码 在 前 面 已 经 使 用 过 。 

如 果 希 望 使 用 “ 线 框 ” 表 示 曲 面 ， 则 可 以 使 用 如 下 代码 来 替换 第 15 行 代 码 : 





函数 的 文档 字符 串 帮 助 信息 包含 其 他 功能 选项 。 


O alpha 值 越 大 意味 着 曲面 越 不 透明 ， 即 看 不 到 曲 峰 后 面 的 网 格 线 ， 而 alpha 值 越 小 则 曲 峰 越 透明 。 
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这 里 的 另 一 个 新 特征 是 绘制 等 高 曲线 图 。 回 想 一 下 ,在 5.9 节 我 们 展示 了 Matplotlib 可 
以 如 何 可 视 化 曲面 z==z(x, y) 的 水 平等 高 曲线 。 在 当前 代码 片段 的 第 13 行 ， 在 将 函数 关系 重 
新 排列 为 x=x(y, z) 之 后 ， 我 们 也 进行 同样 的 处 理 。 我 们 必须 将 绘制 定位 到 yz 平面 的 某 处 ， 
因此 参数 offset=-3 将 其 放置 在 平面 x=-3 上 。 现 在 ， 默 认 的 x 范 围 由 代码 片段 的 下 半 部 
(第 13 行 开始 ) 设置 为 xe[-2, 2]， 这 将 使 等 高 曲线 不 可 见 。 因 此 ， 第 16 行 代码 将 x 范围 重 
置 为 xE[-3,2]。 第 14、15、17、18 行 处 理 其 他 坐标 方向 。 当 然 ， 没 有 必要 绘制 所 有 三 个 等 
高 曲线 图 ， 甚 至 也 不 必 绘 制 其 中 的 一 个 或 两 个 。 如 果 用 户 更 明智 地 选择 图 形 具体 绘制 哪些 内 
容 (如 果 有 的 话 )， 那 么 用 户 的 图 形 会 显得 更 加 清晰 明了 。 


6.8.2 ”使 用 mlab 可 视 化 简单 曲面 


图 6-4 是 使 用 如 下 代码 片段 绘制 的 图 形 。 调 用 Mayavi 之 前 ， 该 代码 片段 应 该 保存 为 一 
个 文件 ， 例 如 surf2 .py。 





3.00 2.00 
6-4 “使 用 Mayavi 的 mlab 模块 绘制 的 一 个 简单 曲面 的 示例 


代码 片段 中 的 新 特性 是 第 8 行 ， 仔细 阅读 相关 的 文档 字符 串 帮 助 信息 会 大 有 和 帮助。 特别 
要 注意 的 是 ，' surface' 是 缺 省 值 ， 可 以 将 其 替换 为 'wireframe' 以 产生 男 一 种 表示 结 
果 。 将 warp_scale 设置 为 一 个 浮 点 值 ， 可 以 实现 在 z 轴 方向 的 放大 (或 者 缩小 )。 

和 曲线 一 样 ， 曲 面 的 方向 和 缩放 最 好 用 鼠标 来 控制 。 与 管道 元 件 的 交互 是 控制 曲面 描绘 
的 最 简单 的 方式 。 请 读者 查阅 相关 文档 ! 
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6.9 ”参数 化 定义 的 曲面 


现在 我 们 转向 Enneper 曲面 的 可 视 化 ，6.1.1 节 中 给 出 了 其 定义 : 
x=u(1-u2/3+v’), y=v(1-v?/3407), 2=w -VV ， 其 中 -2<u, vS2 
这 里 ， 两 种 绘图 工具 之 间 的 差异 变 得 显著 ， 因 此 必须 在 精度 和 速度 之 间 进 行 权衡 。 


6.9.1 使 用 mplot3d 可 视 化 Enneper 曲面 
用 于 绘制 图 6-5 的 代码 片段 如 下 : 








图 6-5 使 用 mplot3a 模块 可 视 化 的 Enneper 曲面 
所 有 的 新 特性 都 体现 在 第 11 行 。 首 先 请 注意 ， 底 层 代 码 是 基于 图 像 处 理 的 约定 ， 因 此 
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Matplotlib 命令 要 求 以 图 像 形式 提供 二 维 数组 。 所 以 ， 我 们 需要 提供 x、Y 和 z 和 矩阵 的 转 置 。 
需要 注意 的 是 ， 这 是 一 个 复杂 的 自 相交 曲面 ， 它 的 可 视 化 需要 明智 地 选择 不 透明 度 、 线 
宽 和 步 距 参 数 。 此 外 ， 最 佳 选择 还 依赖 于 观察 的 视角 。 
这 里 包含 大 量 的 计算 ,甚至 会 给 最 快 的 处 理 器 带 来 负担 。 特 别 是 ， 交 互 式 平移 和 倾斜 的 
速度 将 显著 减 慢 。 


6.9.2 使 用 mlab 有 可视化 Enneper 曲面 


mlab 模块 也 可 以 用 于 可 视 化 Enneper 曲面 。 使 用 如 下 代码 片段 可 以 绘制 如 图 6-6 所 示 
的 图 形 。 








图 6-6 使 用 Mayavi 的 mLab 模块 可 视 化 的 Enneper 曲面 


就 像 以 前 一 样 ， 我们 需要 保存 这 个 代码 片段 ， 例 如 保存 为 surf4 .py， 然 后 从 Mayavi 
应 用 程序 中 运行 它 。 交 互 式 平移 和 倾斜 操作 明显 比 使 用 mplot3a 更 快 ， 为 什么 会 这 样 呢 ? 
这 是 因为 Matplotlib 和 mplot3a 使 用 “向 量 图 形 ” 处 理 形 状 ， 图 形 可 以 自由 伸展 。 而 
Mayavi 和 mlab 则 使 用 “位 图 图 形 ” 来 创建 和 存储 图 片 的 每 个 像素 ,文件 很 大 但 也 很 容易 
创建 ， 其 最 大 的 缺点 是 在 视觉 质量 没有 显著 损失 的 情况 下 ， 只 允许 有 限 的 放大 或 者 缩小 。 这 
就 是 保存 该 图 形 只 需 使 用 png 之 类 的 位 图 格式 的 原因 。 
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6.10” 居 里 叶 集 的 三 维 可 视 化 


接 下 来 我 们 使 用 mlab 实现 更 为 复杂 的 图 形 的 可 视 化 。 我 们 选择 的 示例 仅仅 是 早期 版 本 
的 略微 变种 ， 但 求知 欲 强烈 的 读者 可 以 查阅 mlab 文档 以 探索 其 他 强大 的 功能 。 

E51 节 ， 我 们 简要 介绍 了 分 形 集 ， 并 展示 了 如 何 构造 映射 z 一 z?+c 的 曼 德尔 布 罗 特 
集 的 经 典 可 视 化 ， 通 过 和 迭代 (5-1) 实现 。 在 这 里 ， 我 们 将 讨论 居 里 叶 集 的 相同 上 映射。 这 意 
味 着 现在 我 们 保持 参数 c E, HEER zn 依赖 于 初始 值 za。 这 样 的 话 ， 逃 逸 参数 依赖 于 
zo 而 不 是 c，s=e(z0)。 区 别 于 5.11 节 的 高 分 辩 率 但 固定 的 图 像 ， 这 里 的 目标 是 交互 式 但 低 分 
辨 率 的 图 像 ， 即 所 谓 的 峡谷 视图 (canyon view)， 如 下 面 的 代码 片段 所 示 (改编 自 Mayavi X 
档 ，Ramachandran 和 Variquaux( 2009 ) )。 代 码 没有 进行 速度 优化 ， 其 目的 是 提醒 读者 其 他 
可 视 化 工具 的 可 能 性 。 





第 1~7 行 代码 直接 明了 。 首 先 将 数组 julia 初始 化 为 零 ， 并 且 选 择 任意 一 个 c 值 。 
在 第 10~13 行 中 ， 我 们 执行 100 个 迭代 步骤 。escape 是 一 个 布尔 值 数组 ， 如 果 相 应 的 
z| <2 WH False, BWX True。 对 于 逃逸 点 ， 我 们 为 julia 增加 一 个 小 的 值 。 最 后 ， 第 
16 一 19 行 绘制 图 形 。 第 17 一 19 行 的 参数 是 通过 反复 试验 后 选择 的 结果 。 这 个 代码 片段 的 输 
出 如 图 6-7 所 示 。 | 

强烈 建议 读者 运行 这 个 代码 片段 ， 然 后 尝试 做 出 修改 。 最 被 动 的 方法 是 修改 代码 ， 然 
后 重新 运行 代码 。 更 灵活 的 方法 可 以 通过 使 用 鼠标 来 修改 图 形 ， 以 及 使 用 按钮 12 来 改变 值 ， 
鼠标 左 键 单 击 任何 “管道 ”项 将 显示 所 选 的 选项 并 提供 更 改 它们 的 方法 。 读 者 可 以 稍 加 练 
习 ， 其 实 很 简单 ， 也 很 容易 适应 。 

很 显然 ， 在 介绍 性 文本 中 ， 我 们 不 能 对 三 维 图 形 的 所 有 可 能 性 进行 讨论 。 特 别 是 ， 我 们 
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还 没有 涉及 重要 的 动画 主题 。 因 此 ， 建 议 读 者 使 用 推荐 的 文档 ， 进 一 步 探 索 mlab 模块 的 功 
能 。 一 且 读 者 掌握 了 基础 知识 ， 就 很 容易 制作 出 复杂 的 图 形 和 电影 ， 而 这 些 在 mpIet3a 中 
很 难 实 现 。 这 种 通用 性 的 代价 是 ，Mayavi 的 mlab 无 法 比拟 Matplotlib 的 matplotlib 所 
具有 的 高 分 辩 率 。 





图 6-7 当 c=-0.7-0.4i 时， 映射 z 一 z+e 的 居 里 叶 集 。 靠 近 “ 峡 谷 ” 顶 部 的 点 对 应 于 早期 逃 
逸 到 无 限 远 的 轨迹 ， 而 底部 的 点 则 尚未 逃逸 


| 第 7 章 


Python for Scientists, Second Edition 


SymPy: 一 个 计算 机 代数 系统 





7.1 计算 机 代数 系统 


计算 机 代数 系统 ( Computer Alotbea System, CAS) 是 一 种 计算 机 程序 ， 它 被 设计 成 以 
符号 形式 而 不 是 数字 形式 处 理 数学 表达 式 ， 这 是 理论 科学 家 经 党 执行 的 任务 。 有 许多 特殊 程 
序 ， 以 及 一 些 通 用 系统 ， 它 们 适用 于 各 种 各 样 的 问题 。 本 曹 我 们 将 讨论 通用 系统 。 令 人 惊奇 
的 是 ， 起 源 于 20 世纪 60 年 代 的 两 个 古老 的 程序 : Reduce 和 Maxima， 至 今 仍然 作为 开源 软 
件 使 用 。 随 后 出 现 了 各 种 专 有 软件 包 ， 其 中 最 有 名 的 也 许 是 Maple 和 Mathematica， 它 们 起 
源 于 20 世纪 80 年 代 。21 世纪 才 出 现 的 两 个 程序 分 别 是 Sage 和 SymPy， 二 者 都 是 开源 项 目 。 
除了 符号 处 理 之 外 ， 它 们 都 提供 了 数值 处 理 和 创建 图 形 输 出 的 功能 。 而 且 和 Python 一 样 ， 
它们 由 相对 较 小 的 内 核 和 大 量 的 库 组 成 ， 这 些 库 可 以 根据 特殊 任务 的 需要 添加 。 那 么 ， 这 四 
个 开源 系统 中 ， 应 该 选择 使 用 哪 一 个 呢 ? 

SymPy 最 显著 的 特点 是 它 完全 由 Python 编写 ， 实 际 上 它 只 是 Python 的 一 个 附加 模 
块 。 其 规模 很 小 ， 可 以 在 任何 Python 系统 中 工作 。 它 很 好 地 与 NumPy 接口 实现 数值 处 理 ， 
与 Matplotlib 接口 实现 图 形 输出 。 标 准 终端 模式 具有 简单 的 输出 ， 但 很 自然 地 ， 它 可 以 在 
Jupyter 笔记 本 中 使 用 ， 并 且 在 笔记 本 中 提供 了 目前 最 好 的 复杂 符号 输出 格式 。 与 其 他 软件 
包 相 比 ， 它 非常 慢 ， 并 且 许 多 特性 仍 处 于 测试 阶段 ， 需 要 进一步 开发 。 我 毫 无 保留 地 推荐 在 
下 列 两 种 情况 下 使 用 它 : 学 习 CAS; 轻 量 级 任务 。 

然而 ， 还 有 哪些 开源 项 目 可 供 选 择 呢 ? A 2008 年 以 来 ，Reduce 已 经 成 为 开源 软件 9。 虽 
然 用 户 手 册 仅 有 1006 页 ， 但 其 核心 语言 包含 在 前 184 页 中 。 其 开发 年 代 还 没有 什么 花哨 的 
输出 显示 ， 因 此 结果 以 终端 模式 显示 ， 可 以 与 诸如 emacs 之 类 的 高 级 编辑 器 恨 好 对 接 。 然 
而 ， 最 近 的 版 本 提供 了 一 个 增强 的 终端 模式 ， 如 果 安 装 了 LaTeX， 则 可 以 提供 与 竞争 对 手相 
同 标准 水 平 的 美化 输出 。 其 强大 之 处 在 于 其 “操作 者 ”结构 ， 它 的 通用 性 是 欧 争 对 手 所 无 法 
比拟 的 。 作 为 一 名 广义 相对 论 者 ， 我 发 现 Reduce 与 “ excalce” 和 “cantens ”附加 模块 结合 
在 一 起 ， 是 任何 其 他 CAS 都 无 法 媲美 的 。 它 很 容易 生成 TeX, Fortran 或 者 C 的 输出 结果 。 
图 形 输 出 是 通过 Gnuplot 来 实现 的 ， 有 些 人 认为 Gnuplot 很 笨重 ,但 它 是 完全 功能 化 的 ， 并 
不 比 Mathematica 图 形 差 。 一 个 无 效 的 批评 是 Reduce 几乎 没有 积极 的 维护 ; 这 是 50 年 的 软 
+, FERRY Re (bug) 都 需要 谨慎 应 对 。Reduce 的 一 个 很 大 的 缺点 是 几乎 没有 最 新 的 
第 三 方 文档 、 教 程 等 。 

Maxima 也 已 经 成 为 开源 项 目 。 基 本 控制 台 版 本 针对 所 有 主要 平台 都 可 以 下 载 98。 然 而 ， 


日 ”官网 地 址 为 http://reduce-algebra.sourceforge.net/。 
担 ”软件 及 其 文档 下 载 地 址 为 http://maxima.sourceforge.net/. 
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大 多 数 用 户 喜欢 使 用 图 形 界 面 版 本 wxMaxima 9。 用 户 手 册 有 1144 页 ， 虽 然 布局 良好 ， 但 
显得 有 些 见 长 。 在 wxMaxima 接口 中 ， 大 部 分 都 可 以 在 线 获 得 帮助 。 许 多 章节 都 是 最 新 内 
容 ， 但 有 些 章节 脱节 了 ， 并 且 不 大 可 能 很 快 修正 。 虽 然 第 三 方 文 档 很 多 ， 但 其 内 容 通常 并 不 
是 最 新 的 。 

第 三 个 开源 的 CAS 是 SageMath S， 这 个 项 目 旨 在 将 最 好 的 开源 数学 软件 集成 到 一 个 真 
正 庞大 的 包 中 。 当 然 ， 用 于 连接 这 些 包 的 “胶水 ”当然 是 Python。 其 CAS 部 分 实际 上 包括 
了 SymPy 和 Maxima 两 者 的 最 佳 特色 。S$ageMath 的 “笔记 本 ”模式 非常 类 似 于 Jupyter 笔 
记 本 ,提供 了 一 个 绰绰有余 的 图 形 用 户 界面 。 文 档 (包括 第 三 方 文档 ) 非常 良好 。 相 对 主义 
者 应 该 注意 到 ， 有 一 个 极 好 的 SageManifold 扩展 非常 值得 研究 。 

SageMath 可 能 是 用 于 正规 项 目的 最 佳 现 代 工 具 ， 而 对 于 许多 用 户 而 言 ，SymPy 则 是 其 
最 佳人 门 途径 之 一 ， 而 且 可 以 为 这 些 用 户 提供 所 需 的 所 有 相对 轻 量 级 的 特性 需求 。 在 本 章 的 
其 余部 分 ， 我 们 将 介绍 SymPy 的 主要 特性 ， 并 假设 IPython 在 笔记 本 模式 下 运行 。 如 果 读 
者 看 到 一 个 看 起 来 有 用 的 函数 ， 那 么 请 查阅 其 文档 字符 串 帮助 信息 ， 这 非常 简单 。 

文档 中 许多 示例 的 第 一 行 代码 往往 为 如 下 语句 : 





7.2 符号 和 函数 
当 书 写 代数 式 时 ， 
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然而 这 不 能 在 SymPy 中 正常 运行 ， 主 要 原因 在 于 SymPy 是 一 个 Python 库 ， 所 以 其 语 
法 必须 符合 Python 的 语法 格式 。 上 述 代码 片段 运行 失败 ， 首 先 因 为 没有 定义 标识 符 x。 我 
们 必须 将 x 与 一 个 确定 的 值 关 联 ， 例 如 x=4， 而 这 与 主旨 相 违 背 : RNA x My 可 以 取 
未 知 的 任意 值 。SymPy 的 解决 方案 是 定义 一 个 新 实体 : 一 个 符号 (symbol)， 它 实际 上 是 一 
个 Python 类 (参见 3.9 节 )。 创 建 类 实例 有 若干 种 方法 ， 也 许 处 理 上 面 代 码 片段 的 最 常用 方 
法 是 插入 如 下 所 示 的 代码 行 x, y=sy.symbols("x y"). Python 仍然 输出 错误 ， 因 为 


日 ”官网 地 址 为 http://wxmaxima.sourceforge.net/。 

© SageMath 的 官网 地 址 为 http://www.sagemath.org。 

O 部 分 内 容 已 经 归并 到 主 项 目 ， 但 一 些 精 彩 的 笔记 本 页 面 保 存在 网 站 http://sagemanifolds.obspm.fr/ 中 ， 当 
然 也 可 以 从 资源 库 https://github.com/sagemanifolds/SageManifolds 中 获取 。 
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exp (x) RAM. Python 当然 可 以 识别 函数 exp， 但 没有 定义 对 符号 的 指数 运算 。 当 然 ， 








注意 ， 我 们 从 未 声明 D 是 一 个 符号 ， 因 为 没有 必要 。 根 据 定义 ， 它 继承 声明 赋值 语句 
右 侧 的 所 有 属性 (参见 3.2 节 )。 类 symbol 包含 所 有 标准 运算 的 定义 ， 如 加 法 、 乘 法 、 乘 
eS, Ae D 声明 赋值 语句 的 右 侧 本 身 就 是 一 个 符号 。Python 只 需要 把 标识 符 D 与 该 符号 
对 象 关联 起 来 。 在 创建 符号 运算 符 的 最 简单 语法 形式 中 ， 使 用 一 个 或 多 个 逗号 或 者 空格 分 
隔 的 标识 符 的 字符 串 作 为 参数 ， 结 果 返 回 对 应 符号 的 元 组 。 读 者 也 可 以 使 用 赋值 语句 b,c， 
a=sy.symbols("a b c"), 但 前 提 是 读者 要 保持 头脑 清晰 。 注 意 ， 这 些 标签 /标识 符 可 
以 是 任意 长 度 ， 如 果 它 是 带 有 诸如 希腊 字母 等 的 “标准 ”符号 ,那么 必须 能 够 在 输出 上 显 
示 。 例 如 ， 如 果 我 们 要 声明 theta 是 一 个 符号 ， 那 么 输出 应 该 像 9。SymPy 能 够 识别 标准 
的 标签 。sy . symbols 的 文档 字符 串 帮助 信息 提供 了 批量 生成 符号 的 若干 种 方法 ， 因 此 强烈 
建议 读者 仔细 研究 。 尽 早 认识 到 “符号 必须 是 不 可 变 的 ” (参见 3.5.4 节 ) 这 一 点 很 重要 。 还 
要 注意 ， 在 开始 运行 时 ， 上 面 代码 片段 的 第 5 行 可 能 需要 一 些 时 间 才 能 出 现 结果 。 这 是 因为 
SymPy 正在 建立 它 的 格式 化 机 制 。 

现在 DD 是 x 和 y 的 已 知 函数 。 我 们 通常 还 需要 未 知 函 数 ， 例 如 ftx, y) KARAT 
过 向 sy .symbols 传递 额外 的 关键 字 参 数 来 创建 。 
















注意 ，SymPy 既 不 知道 也 不 关心 函数 参数 的 数量 。 检 查 参 数值 的 一 致 性 是 用 户 的 责任 。 
尤其 在 考虑 化 简 时 ， 了 解 某 些 符号 总 是 包含 特殊 值 是 有 帮助 的 。 举 一 个 实际 的 例子 ， 考 
虑 在 复 变 量 函 数 课程 中 普遍 存在 的 方程 ，z=x+iy。 默 认 情 况 下 ， 假 定 x 和 ?都 只 取 实 数值 。 
否则 ， 分 拆 成 实 部 和 虚 部 就 没有 意义 。 在 SymPy H, i i 和 j 取 整 数值 ， 而 u 和 v 总 是 
实数 。 采 用 如 下 方式 : 













最 后 一 行 提 醒 人 们 ， 符 号 实际 上 是 类 实例 ; 即 它们 具有 属性 (参见 3.9 节 )。 读 者 可 以 
使 用 自省 (参见 2.2 节 ) 来 研究 u 有 哪些 可 以 使 用 的 属性 。 

从 上 述 代 码 片 段 的 输出 中 可 以 看 出 ,在 SymPy 中 ，V=1 既 不 是 用 i 也 不 是 用 j 来 表示 ， 
而 是 使 用 sy .I 工 来 表示 。 同 样 ， 非 常 有 用 的 e、z 和 w 则 分 别 使 用 sy .E、sy.pi 和 sy .oo 
来 表示 。 
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如 前 所 述 ， 表 达 式 是 不 可 变 的 。 那 么 ， 如 何 找 出 用 特定 值 代替 DD 中 的 x 和 y 的 结果 
WE? SymPy 使 用 蔡 换 操作 来 实现 ， 替 换 操作 既 可 以 作为 函数 sy .subs () ， 也 可 以 作为 类 方 
法 使 用 (这 种 方法 更 为 普遍 )。 例 如 ， 当 x=0 时 ， 求 D 的 结果 : 





其 中 第 三 行 代码 显示 如 何 使 用 一 个 (old, new) 元 组 列表 同时 进行 多 个 替换 。 我 们 重 
复 一 遍 : 像 D 这 样 的 符号 是 不 可 变 的 ， 所 以 第 一 行 代 码 中 的 替换 操作 不 会 改变 D。 


7.3 Python 和 SymPy 之 间 的 转换 


假设 x 和 y 是 符号 , 因此 x+1 和 0.5*y 也 是 符号 。 整 数 和 浮 点 数 自动 扩展 转换 为 符 
号 ; 分 数 则 需要 额外 注意 。 考 虑 如 下 代码 片段 : 





Python 将 “1/3” 解 析 为 整数 除法 并 返回 0， 这 可 能 不 是 预期 的 结果 。 请 检查 如 下 代码 
片段 的 输出 ; 





这 展示 了 一 种 户 RR NEURE KAET EN 的 方法 。 尽管 SymPy 函数 sy .Rational pr 
有 用 ， 但 还 有 其 他 更 加 用 户 友 好 的 方法 能 实现 相同 的 效果 。 

PR sy .S 将 给 定 的 表达 式 字符 串 作为 参数 ， 结 果 转 换 为 等 价 的 SymPy PAR, 请 将 
上 述 代码 片段 与 下 面 的 代码 片段 进行 比较 : 





AWS, PRM sy .sympify 将 给 定 的 任意 表达 式 字符 参数 转换 为 其 等 价 的 SymPy 表达 
式 。 假 设 已 经 声明 所 有 相关 符号 ， 则 有 如 下 两 个 示例 : 





D_s 的 效果 等 同 于 前 面 定 义 的 D。cosaiff 将 在 下 文 使 用 。py.S 和 simpify 的 文档 
字符 串 帮助 信息 非常 丰富 。 

表达 式 cosdaiff 实际 上 代表 cos (x-y)。 如 果 我 们 只 需要 几 个 显 式 值 ， 则 上 面 提 到 的 
函数 subs 将 提供 它们 的 符号 值 。 我 们 可 以 使 用 函数 sy .evalf 来 获得 数值 ， 它 可 以 带 一 个 
整数 参数 (作为 精度 )。sy.N 同样 实现 了 sy .evalf 的 大 部 分 功能 ， 几 乎 是 复制 品 。 考 虑 下 
面 的 例子 : 









所 有 这 些 都 适用 于 参数 的 一 些 选 定 值 ， 但 如 果 和 希望 将 表达 式 用 作 函 数 ， 最 好 是 4.1.4 
节 的 通用 函数 (ufunc)， 则 应 该 如 何 处 理 呢 ?9 SymPy 函数 中 的 sy.lambdify 正好 适用 于 
这 种 情况 。 其 参数 是 一 个 元 组 ， 包 括 函 数 的 参数 、 表 达 式 的 名 称 以 及 要 使 用 的 Python 库 。 
在 实践 中 ， 这 是 非常 容易 的 ! 像 往常 一 样 ， 仔 细 阅 读 文档 字符 串 帮 助 信息 是 非常 有 启发 
性 的 。 





7.4 和 矩阵 和 向 量 


考虑 到 完整 性 ， 我 们 在 本 节 简要 介绍 矩阵 和 向 量 。SymPy 使 用 Matrix 类 来 实现 矩阵 ， 
并 将 个 元 素 的 向 量 作为 nX1 矩阵。 构造 函数 需要 一 个 有 序 的 行列 表 ， 其 中 每 行 是 元 素 有 
序列 表 。 下 面 给 出 一 个 非常 简单 的 例子 。 这 里 可 以 看 出 ， 乘 法 就 是 矩阵 乘法 。 

键 信 M. 然后 按 下 Tab 键 将 显示 大 量 可 以 应 用 于 和 矩阵 的 函数 /方法 ， 如 果 读者 对 其 中 任 
何 一 个 感 兴趣 ， 那 么 应 该 研究 相应 的 文档 字符 串 帮助 信息 。 


其 中 一 个 有 用 函数 是 eaigenvects， 结 果 返 回 一 个 元 组 的 列表 ， 其 中 每 个 元 组 都 包含 
特征 向 量 的 特征 值 、 多 重 数 和 基数 。 


对 于 方 阵 ， 转 置 、 行 列 式 和 逆 和 矩阵 很 容易 通过 属性 获得 。 我 们 将 在 下 文 简单 讨论 最 后 两 
个 表达 式 的 化 简 。 


上 面 提 及 的 符号 都 是 不 可 变 的 。 这 个 断言 需要 进一步 说 明 ， 此 时 ， 初 学 者 也 许可 以 回顾 
列表 中 的 相同 问题 (请 参阅 3.5.4 节 )。 和 矩阵 M 是 不 可 变 的 ,但 它 的 内 容 可 以 自由 改变 ， 请 参 
见 下 面 的 代码 片段 : 


| EES Ae ae eae a ee 
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7.5 一 些 初 等 微 积 分 


7.5.1 微分 
假设 D 的 定义 如 前 文 所 述 。 计算 一 阶 导数 有 如 下 两 种 方法 。 


第 二 种 方法 依赖 于 D 是 一 个 符号 ， 即 一 个 类 ， 并 且 这 个 类 包含 导数 函数 。 更 高 阶 的 导 
数 计算 方法 显而易见 ， 例 如 : 


有 了 时 我 们 可 能 不 希望 显 式 地 计算 导数 ， 即 所 谓 的 “惰性 ”微分 。 这 是 由 sy .Derivative 
导数 函数 完成 的 ; 注意 首 字 母 大 写 。 如 果 随 后 要 进行 求 值 ， 则 通过 类 方法 doit 可 以 执行 延 
RHR | 


7.5.2 AR 


AN EFAS EAT HI, SymPy 相应 地 对 它 进 行 处 理 。 与 所 有 计算 机 代数 系统 一 样 ,“ 积 
分 常数 ”从 来 不 会 明确 地 显示 出 来 。 下 面 的 代码 片段 处 理 了 一 些 简单 直观 的 案例 。 


“惰性 ”积分 由 sy. Integral 函数 处 理 。 










定 积 分 非常 相似 ， 只 需要 简单 使 用 元 组 (变量 、 下 限 、 上 限 ) 来 替换 积分 参数 的 变量 。 
例如 : 


多 重 定 积分 的 处 理 方式 显而易见 。 例 如 : 
当然 也 存在 一 个 “惰性 ”版 本 : 


正如 每 个 实践 科学 家 所 知 ， 求 导 是 一 个 相对 简单 直观 的 操作 。 我 们 只 需要 了 解 几 个 基本 
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函数 的 导数 、“ 积 ”规则 或 者 “ 莱 布 尼 兹 ”规则 以 及 函数 求 导 规则 ， 那 么 剩 下 的 便 是 代数 运 
算 ， 并 且 很 容易 实现 目 动 化 。 

求 积 分 则 可 能 非常 困难 。 当 然 ， 人 们 需要 了 解 许多 标准 积分 ， 包 括 许多 “特殊 函数 ”的 
定义 。 例 如 ， 高 斯 函数 e” 的 不 定 积分 不 能 用 初等 函数 来 表示 ， 因 此 数学 家 将 其 定义 为 误差 
PKŠ: 


erf(z)= e“ du 


2 pz 
Th 
这 些 问 题 都 适合 于 自动 化 。 然 而 ， 所 有 积分 器 都 存在 一 个 致命 的 弱点 : 为 了 将 给 定 的 积 
分 简化 为 标准 积分 ， 可 能 需要 对 独立 变量 进行 多 次 变换 。 这 些 变 换 是 根据 经 验 总 结 出 来 的 ， 
因此 给 计算 机 科学 家 带 来 了 麻烦 。 
因此 对 于 开发 人 员 来 说 ， 包 括 足 够 的 算法 以 处 理 环 手 的 情况 是 一 个 持续 的 挑战 。SymPy 
可 以 轻而易举 地 处 理 以 下 两 个 示例 。 





如 果 SymPy 无 法 求解 一 个 表达 式 的 积分 ， 那 么 在 尝试 了 所 有 的 算法 库 之 后 ， 它 最 终 将 
返回 惰性 ”积分 形式 ， 这 是 失败 的 标记 ; 结果 具有 欺骗 性 。 如 果 读 者 尝试 计算 : 
[Ee 
sinx 
则 SymPy 将 返回 “惰性 ”形式 的 结果 。 而 SageMath 则 可 以 处 理 该 算式 。 但 是 ， 如 果 读 者 学 
试 计算 : 


| e™ * dx 
那么 目前 还 没有 任何 CAS 能 够 处 理 它 ， 并 且 其 封闭 形式 是 否 成 立 也 值得 怀疑 。 


7.5.3 级 数 与 极限 
假设 我 们 真 的 想 知道 上 一 个 积分 的 值 ， 至 少 对 于 合适 的 x 值 。 我 们 首先 定义 : 


我 们 可 以 考虑 首先 将 foo 展开 为 x 的 泰勒 级 数 ， 这 应 该 是 一 致 收敛 的 ， 因 为 是 任意 y 
的 指数 级 数 er*。 那 么 逐 项 积分 应 该 能 够 给 出 一 个 有 用 的 近似 。SympPy 允许 我 们 计算 诸如 泰勒 
级 数 展开 式 的 前 10 项 : 


如 果 级 数 扩 展 对 读者 有 帮助 ， 则 需要 查阅 它 的 文档 字符 串 帮助 信息 ， 该 帮助 信息 可 能 会 
告知 读者 去 查看 sy .Expr .series 函数 的 文档 字符 串 帮助 信息 。 剩 下 的 术语 遵照 应 用 数学 
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家 通常 使 用 的 “大 O” 规 则 。 如 果 读 者 为 此 感到 困扰 ， 则 可 以 通过 类 属性 删除 它 ， 例 如 ; 





极限 的 处 理 方式 十 分 简单 直观 。 例 如 : 


在 不 连续 点 上 ， 上 面 或 者 下 面 的 极限 将 不 同 。 默 认 情 况 下 ，sy.1limit 取 上 面 极限 的 值 ， 
但 是 两 个 极限 都 很 容易 获得 。 





76 等 式 、 符 号 等 式 和 化 简 


正如 我 们 对 SymPy 功能 的 简介 所 示 ， 它 可 以 创建 非常 复杂 的 表达 式 ， 这 对 用 户 来 说 可 
能 过 于 复杂 且 不 太 实 用 。 我 们 能 化 简 这 些 表 达 式 吗 ? 我 们 如 何 测试 两 个 长 表达 式 以 确定 它们 
是 否 相 同 ? 

我 们 首先 从 纯 Python 代码 开始 。 如 前 所 述 ,“ 相 等 ”符号 (=) 与 等 式 无 关 ; ER 
Python 的 赋值 运算 符 〈 例 如 ，a=3 )，SymPy el 数值 等 式 由 双 等 于 号 (== 


不 幸 的 是 ， 对 于 最 终 用 户 ，SymPy 开发 人 员 已 经 为 符号 相等 1 RAT EES (= 
这 并 非 用 户 想 要 的 。 作 为 一 个 例子 ， 考 虑 如 下 两 个 表达 式 : 





二 者 并 不 满足 “符号 上 相等 "， 因 为 一 个 是 和 的 乘积 ， 而 另 一 个 是 乘积 的 和 。 即 使 它们 
的 差 也 不 是 “符号 ” 


幸运 的 是 ，SymPy 可 以 解决 这 个 僵局 。 检 查 如 下 代码 片段 : 





函数 sy .expand 和 sy .factor 实现 了 人 们 预期 的 功能 ， 对 于 其 他 示例 ， 读 者 可 以 查 
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阅 文 档 字符 串 帮 助 信 息 。sy .expanad 的 文档 字符 串 帮助 信息 相当 复杂 ， 因 为 这 是 一 个 非常 





还 存在 许多 其 他 版 本 的 用 法 ， 请 尝试 sy .expand_Tab， 以 显示 其 列表 。 

在 处 理 乘 医 的 时 候 必 须 特 别 小 心 ， 因 为 许多 明显 的 恒等式 并 不 成 立 。 例 如 一 般 来 说 ， 
(Pax FARRER. MM, Ve ex, REZE CP -1 天 CDPa2=CDI=-1。 但 
Æ, WR DBM, WiKi. IR, xy =y 也 并 不 总 是 成 立 : 请 尝试 x=y=-1， 
a=1/2。 如 果 x 和 yy 都 是 正 实数 ， 且 a 是 实数 ， 则 该 恒等式 成 立 。 

SymPy 很 清楚 这 些 问 题 ， 除 非 用 户 在 py .symbols 中 为 这 些 符号 设置 了 适当 的 限制 ， 
否则 不 会 使 用 这 些 恒等式 。 

一 个 非常 有 用 的 函数 是 sy.cancel, 它 将 接受 任何 有 理 表 达 式 作为 参数 ， 并 试图 将 其 
化 简 为 规范 形式 。 作 为 一 个 例子 ， 考 虑 上 面 定义 和 修改 的 矩阵 M: 











7.7 方程 求解 


阅读 完 上 一 节 后 ， 读 者 可 能 有 理由 认为 似乎 没有 办 法 定义 一 个 “方程 "， 因 为 = 和 == 
都 已 被 使 用 了 。 传 统 上 ， 方 程式 具有 左 侧 Ihs MAM rhs; 例如 ,使 用 上 面 的 定义 ， 可 以 
设置 





样 有 效 。SymPy 隐 式 地 添加 缺失 的 =0。 
从 版 本 1.0 开始 ，SympPy 的 开发 人 员 正 在 改变 求解 器 的 行为 ， 因 此 这 里 我 们 遵循 他 们 
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的 最 新 建议 。 通 用 的 求解 函数 是 solve， 但 对 于 包含 一 个 变量 的 方程 ， 推 荐 使 用 solvset, 
而 线性 方程 组 则 要 求 使 用 1insolve。 由 于 后 两 个 函数 名 不 太 可 能 被 重 写 ， 因 此 我 们 直接 导 
和 人 它们 





7.7.1 单 变量 方程 
采用 表达 式 方 法 可 以 直接 明了 地 书写 简单 的 单 变量 方程 。 例 如 : 












顾名思义 ，solveset 返回 一 组 解 ， 因 此 忽略 了 重复 解 。 然 而 ，sy .roots 可 以 包含 重 
复 解 。 










默认 情况 下 ， 简 单 的 超越 方程 在 复 平 面 上 求解 。 





如 果 solveset 不 能 求解 一 个 方程 ， 则 返回 一 个 数学 术语 描述 ( 


cop-out)。 





输出 结果 是 数学 术语 描述 ; “x is a complex number which is also a member of ihe set of 
numbers satisfying cos x = x” (“x 是 一 个 复数 ， 同 时 它 也 是 满足 cos x=x 的 数值 集 的 成 员 ”)! 


7.7.2 具有 多 个 自 变 量 的 线性 方程 组 


这 不 是 一 个 简单 明了 的 话题 ， 并 且 很 难 找到 一 个 清晰 且 简 洁 的 说 明 方 式 。 在 下 面 的 段 
落 中 ,我 们 以 抽象 的 方式 来 讨论 n 个 未 知 数 的 n 个 线性 方程 组 ， 然 后 在 本 小 节 的 其 余部 分 ， 
我 们 讨论 最 简单 的 情况 : n=2。 不 熟悉 下 一 段 内 容 (包含 了 一 个 真实 的 例子 ) 的 读者 可 以 
跳 过 。 

假设 4 是 一 个 具有 常数 分 量 的 nXn 和 矩阵 ，b 是 给 定 的 nn 个 元 素 的 向 量 。 我 们 的 目标 是 
求解 包括 n 个 元 素 的 未 知 向 量 x 的 n 阶 线性 方程 组 : 

Ax=b 

一 般 情况 下 ， 求 解 很 容易 。 当 4 是 非 奇异 的 ， 即 det AAO, MARTE A WX A, AEA 

在 唯一 解 : 
x=A"'b 

接 下 来 假设 4 是 奇异 的 。 首 先 考虑 向 量 大 的 集合 ， 使 得 ARO, RMA A 的 核 (kernel). 

很 容易 看 出 ， 核 实际 上 是 一 个 向 量 空间 。( 注 意 ， 在 前 一 种 情况 中 ， 如 果 4 是 非 奇 异 的 ， 则 
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其 核 是 空 集 。) 还 存在 一 个 与 A 相关 联 的 向 量 空间 ， 即 矩阵 的 值 域 (range)， 它 是 一 个 向 量 集 
合 r， 可 以 找到 一 个 x 使 得 4x=r。 此 外 ， 还 有 一 个 重要 的 结果 ， 即 核 的 维度 与 矩阵 值 域 的 
和 是 n。 现 在 我 们 可 以 把 4 是 奇异 的 情况 分 成 两 个 子 情况 。 首 先 假设 给 定 的 向 量 & 位 于 和 矩阵 
的 值 域内 。 然 后 根据 定义 ， 我 们 可 以 找到 这 样 的 zx， 满足 Axo=b。 但 是 考虑 x=xotk， 其 中 
大 是 核 中 的 一 个 任意 向 量 ， 那 么 Ax=A(xotk)=AxotAk=b+0=b。 因 此 我 们 可 以 求 得 解 ， 但 是 
有 无 数 个 解 ! 然而 ， 如 果 b 不 在 矩阵 的 值 域 内 ， 则 根本 就 没有 解 . 方程 是 不 相 容 方程 (矛盾 
方程 )。 
让 我 们 考虑 二 维 空间 的 一 些 具 体例 子 。 假 设 : 


hah of 


换 而 言 之 ， 我 们 讨论 的 是 如 下 线性 方程 组 : 
x+2y=0, 3x+4y=2 
SR 4 的 道 是 方程 求解 的 一 种 效率 很 低 的 方法 。 基 本 方法 (或 者 高 斯 消 元 法 ) 可 以 快速 得 
出 结果 : x=2，y=-1。 接 下 来 我 们 考虑 当 4 是 奇异 的 情况 : 


aL a 
2 4 y 2x+4y Y 
我 们 发 现 4 的 值 域 是 向 量 集 (X, YY" ( 即 X, Y) 的 转 置 )， 满 足 Y=2X; 而 核 是 向 量 集 (%， 
y), WE x=-2y。 它 们 都 是 一 维 数组 。 首 先 假设 b=(1, 2) ， 即 我 们 讨论 的 是 线性 方程 组 : 
x+2y=1, 2x+4y=2 
然后 通过 基本 求解 方法 ， 可 以 求 得 结果 为 : 
x=1-24, y=4， 4 是 任意 值 
很 显然 ,1 来自 于 核 的 贡献 。 最 后 考虑 b=, D 的 情况 ， 它 不 包含 在 值 域 之 内 。 下 面 的 
线性 方程 组 无 解 : 
x+2y=1, 2x+4y=1 
现在 我 们 来 讨论 SymPy 的 linsolve 如 何 处 理 这 三 种 情况 。 显 然 ， 对 于 这 种 简单 的 方 
程 组 而 言 ， 这 过 于 复杂 ， 但 示例 把 十 分 复杂 的 问题 概括 为 显而易见 的 形式 。 
一 种 方法 是 把 方程 组 表示 为 一 个 列表 中 的 标量 形式 。 举 一 个 具体 的 例子 ,我 们 考虑 非 奇 
异 的 情况 。 我 们 还 需要 指定 一 个 未 知 数列 表 。 结 果 如 下 : 
















Bi 
o 


方便 。 
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如 果 方 程 是 某 些 其 他 函数 的 输出 ， 则 它们 经 常 以 增 广 矩阵 形 式 提供 ， 即 b 向 量 附加 到 A 
和 矩阵 的 最 后 一 列 o 我 们 用 上 面 讨论 的 最 后 示例 来 说 明 这 种 情况 © 






输出 结果 中 的 名 是 数学 家 表示 空 集 的 标准 符号 ， 即 没有 解 。 
读者 可 以 查阅 文档 字符 串 帮助 信息 (Linsolve?) 以 了 解 更 多 的 细节 。 然 而 ，1insolve 
的 特点 是 文档 不 全 面 并 且 结 果 往 往 不 符合 预期 。 假 设 我 们 考虑 如 下 的 非 线 性 方程 组 : 
y=(xt1), 3x-y=1 
通过 取 第 一 个 方程 的 平方 根 (包含 符号 模糊 性 )， 我 们 有 两 个 线性 方程 组 ， 其 解 分 别 为 : 
如 果 我 们 以 下 面 形式 把 这 个 方程 组 提交 到 Linsolve: 
















求 得 的 结果 是 : x=-1/2、y=-5/2， 这 显然 是 错误 的 。 事实 上 ， 这 是 删除 了 二 次 项 


yx 后 的 给 定 方程 组 的 解 。 强 烈 建 议 用 户 检查 方程 组 输出 的 所 谓 的 解 。 
7.7.3 ”更 一 般 的 方程 组 


SymPy 的 函数 solve 是 求解 非 线 性 方程 或 者 非 线 性 方程 组 的 通用 工具 。 作 为 第 一 个 示 
例 ， 考 虑 上 面 代 码 片 段 中 的 方程 组 neq (使 用 1insolve 求解 失败 ， 给 出 了 












结果 同样 正确 无 误 。 3 
然而 ， 当 我 们 考虑 nn 次 方 根 时 (其 中 是 奇数 ， 如 3，5，…), 会 出 现 问题 。 举 一 个 具 
体 实 例 ， 考 虑 如 下 两 个 方程 : 
%3x+l=x+1, Y3x—-l=x-1 
每 个 方程 都 开 立 方 后 ， 结 果 很 明显 ， 其 解 分 别 为 : 
x=-3,0,0, x=0, 0,3 
Sil, solve 仅 返 回 部 分 解 : 






究竟 是 哪里 出 错 了 呢 ? 在 第 一 种 情况 下 ， 丢 失 了 根 x=-3， 此 时 3x+1=3 浊 -8=-2。 在 
第 二 种 情况 下 ， 丢 失 了 根 x=0， 此 时 33x--1= 久 -1=--1。 上 默认 的 solve 版 本 忽略 了 负数 的 立 
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方 根 ! 然而 ， 这 种 情况 是 可 以 补救 的 。 一 种 没有 帮助 文档 的 功能 是 把 check 标志 设置 为 
False， 从 而 修正 该 错误 行为 。 


© sys.soìveleqt, x, checksFalse), sys.solve(ed2, x, check-False) © 0 

许多 方程 没有 已 知 的 解析 解 。 如 果 数 值 解 可 以 接受 ， 那 么 SymPy 提供 一 个 变 体 nsolve 
来 求解 数值 解 。 然 而 ， 作 者 建议 不 要 使 用 它 。 数 值 求解 是 数值 分 析 中 的 一 个 棘手 问题 。 如 果 
想 了 解数 值 求解 的 可 行 性 概述 ， 请 参阅 Press 等 (2007 ) 的 第 9 章 ， 其 中 推荐 的 所 有 算法 都 
已 在 SciPy 的 optimize 模块 中 实现 ， 本 书 4.9.1 节 也 给 出 了 一 个 简单 的 工作 示例 。 


7.8 常 微分 方程 的 求解 


令 人 惊讶 的 是 ， 大 量 的 理论 科学 都 由 常 微分 方程 所 支配 ， 不 幸 的 是 ， 只 有 少数 常 微分 方 
程 可 以 用 解析 方法 求解 ， 这 是 本 章 的 主题 。 绝 大 多 数 需要 数值 处 理 方法 求解 ， 这 一 难题 将 在 
下 一 章 讨 论 。 

接 下 来 讨论 解析 法 求解 ， 我 们 首先 指出 ， 新 手 不 应 该 期 竺 奇迹。 注意， 求解 不 定 积分 
y= | AQ 等 价 于 求解 微分 方程 dy/dx=ftx)， 因 此 第 一 个 问题 转换 为 第 二 个 问题 。SymPy 
将 只 能 求解 有 限 范围 的 常 微分 方程 。 

主要 的 工具 是 asolve， 但 其 帮助 文档 不 适用 于 初学 者 。 

现在 我 们 举 几 个 例子 ， 说 明 dsolve 可 以 求解 哪些 方程 ， 不 能 求解 哪些 方程 。 让 我 们 从 
一 个 具有 常数 系数 的 线性 方程 开始 。 






默认 情况 下 ， 常 微分 方程 中 缺少 “=0”。 输 出 结果 给 出 了 正确 的 一 般 解 ， 包 括 两 个 积分 
常数 C1、c2， 表 示 为 C!/、Cz。 假 设 我 们 要 附加 初始 条 件 ， 例 如 A0)=2、f(0)=0。 虽 然 文 档 
字符 串 帮助 信息 表明 可 以 使 用 一 个 关键 字 参 数 ' ics' 来 实现 ,但 结果 表明 目前 它 不 能 正常 
工作 。 相 反 ， 我 们 采取 如 下 方法 : 首先 ,我 们 需要 确保 C1、C2 被 声明 为 符号 ; 然后 进行 相 
KAR 





因此 我 们 看 到 CI=0，C2=2。 因 此 ， 具 体 的 解 如 下 所 示 : 


126 7 





可 以 快速 求解 一 阶 非 线性 方程 。 





具有 二 次 项 的 一 阶 方程 常常 是 伯 努 利 (Bernoulli) 型 方程 ， 并 且 通 常 可 以 得 到 精确 解 。 





注意 ， 如 果 只 有 一 个 因 变 量 (如 代码 片段 所 示 )， 则 没有 必要 将 其 指定 为 dsolve 的 
参数 。 
某 些 具 有 可 变 系数 的 线性 方程 也 易于 求解 ， 例 如 ， 非 齐 次 欧 拉 (Euler) 方程 。 





一 些 非 线性 方程 很 容易 求解 ， 例 如 刘 维 尔 (Liouville) 方程 。 





一 些 方程 只 能 通过 “级 数 ” 技 术 得 到 解 。 





寻找 简单 的 三 阶 和 更 高 阶 的 可 求解 方程 并 不 困难 。 

除了 单 变 量 方程 ， 我 们 还 可 以 求解 两 个 或 者 多 个 变量 的 方程 。 目 前 ,根据 文 档 字符 串 帮 
助 信息 ，dsolve 接受 两 个 参数 : 一 个 方程 的 列表 和 一 个 未 知 数 的 列表 。 然 而 ， 给 出 一 个 未 
知 的 列表 会 产生 一 个 错误 ， 但 省 略 时 结果 符合 预期 ! 下 面 是 一 个 简单 的 常 系数 的 例子 。 





除了 上 面 指出 的 不 合理 性 之 外 ， 对 于 像 dsolve 这 样 的 初等 求解 器 ， 还 存在 一 个 严重 的 
局 限 性 。 在 许多 实际 例子 中 ， 给 定 的 方程 并 不 是 标准 形式 ， 而 是 通过 一 个 简单 的 变换 ， 可 以 
与 一 个 标准 形式 的 方程 相关 。 但 是 ，dsolve 无 法 处 理 这 种 情况 。 一 个 简单 的 足以 说 明 问 题 
BAFE SOE o 





dsolve 默认 返回 结果 是 关于 x=0 HRRYUERRF. AT, RR AAEM g(x)=x+ftx)， 
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Ak, odes 的 解 是 ftx)=tan(x-C1)-x， 这 是 上 面 dsolve 无 法 求解 的 结果 。 
幸运 的 是 ， 存 在 大 量 的 常 微分 方程 及 其 解 的 集合 人 S。 根 据 本 书 作 者 的 经 验 ， 如 果 读 者 仔 
细 阅 读 该 文献 以 及 其 引述 的 专 铸 ,那么 可 以 收益 颇 丰 。 


7.9 在 SymPy 中 绘图 


在 第 5 章 和 第 6 章 中 ， 我们 介绍 了 Matplotlib。Matplotlib 作为 能 够 生成 高 质量 图 的 图 
形 工具 ， 大 多 数 科学 家 用 户 需要 熟练 掌握 。 其 输入 是 NumPy 格式 的 数据 。 而 SymPy 则 处 理 
表达 式 ， 两 者 截然 不 同 。 然 而 ， 我 们 在 7.3 节 中 看 到 ，1lambdify 函数 可 以 用 于 将 表达 式 转 
换 为 NumPy 函数 ， 这 正 是 所 需要 的 。 

尽管 如 此 ，SymPy 经 常 被 用 作 一 个 探索 工具 一 一 如 果 能 提供 内 置 的 图 形 功能 ， 则 非常 
有 帮助 ， 即 使 并 不 具备 完整 Matplotlib 的 所 有 美化 特征 。SymPy 为 此 提供 了 一 个 plotting 
绘图 模块 ， 当 然 是 基于 Matplotlib 的 。plotting 绘图 模块 可 以 用 于 输出 二 维 以 及 三 维 的 全 
功能 图 形 ， 包括 Matplotlib 中 没有 的 一 些 特性 。 按 照 惯例 ， 对 特定 函数 感 兴趣 的 读者 请 阅读 
相关 的 文档 字符 串 帮 助 信息 ! (使 用 IPython 或 者 Jupyter 笔记 本 ,输入 命令 “ function_ 
identifier?” 即 可 以 获取 帮助 信息 。) 

当然 需要 我 们 启用 Matplotlib (参见 第 5 章 )， 并 导 人 plotting 绘图 模块 。 假 设 使 用 
Jupyter 笔记 本 ， 则 下 面 的 代码 片段 可 以 完成 上 述 任务 。 





输出 结果 如 图 7-1 所 示 。 虽 然 不 理想 , 但 非常 有 用 。 

接 下 来 我 们 讨论 隐 式 定义 的 二 维 曲 线 。Matplotlib 的 plt .plot 绘图 函数 不 需要 做 任何 
修改 就 可 以 处 理 这 些 情况 。 然 而 ，SymPy 则 会 使 用 一 个 特殊 函数 syp.plot_parametric 
来 处 理 。 我 们 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 这 一 点 : 





(x, y) = (cos 0+ Z cos(70) + cos 70), sin@ + = sin(78) + ; sin(17 o) 


© BBA PULL http://eqworld.ipmnet.ru. 
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sin(x) 及 其 前 三 个 泰勒 近似 值 
fix) 8 


-8 
图 7-1 使 用 SymPy 的 plotting 绘图 模块 绘制 的 简单 图 形 


注意 ， 在 下 面 的 代码 片段 中 ， 我 们 不 必 指 定 评估 点 的 数量 。SymPy 的 函数 可 以 按 需 确 






输出 结果 如 图 7-2 所 示 。 因 为 Matplotlib 是 可 控 的 ， 所 以 通过 给 绘制 对 象 一 个 名 称 (这 
里 是 fig2), 我 们 可 以 使 用 类 属性 ， 通 过 一 行 额外 的 代码 将 它 保存 到 一 个 文件 ， 比 如 foo. 
pdf. 








图 7-2 ”使 用 SymPy 的 plotting 绘图 模块 绘制 的 参数 曲线 


SymPy 绘图 包含 了 一 个 Matplotlib 中 没有 的 功能 ， 即 绘制 平面 中 隐 式 定义 的 一 条 或 者 多 
条 曲线 的 能 力 。 因 为 syp.plot_implicit 是 一 个 新 的 概念 ， 所 以 我 们 举 几 个 例子 来 说 明 它 
的 用 法 。 由 x+xyty=1 描述 的 曲线 是 一 个 椭圆 ， 但 很 难 用 显 式 或 者 参数 的 形式 定义 。syp. 
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plot_implicit 的 输入 参数 是 一 个 方程 ， 以 及 自 变 量 的 值 域 。 可 以 添加 各 种 用 户 图 形 装饰 
的 关键 字 参 数 ， 如 图 7-3 所 示 。 








=].5 
7-3 ”使 用 SympPy H plotting 绘图 模块 绘制 的 隐 式 定义 曲线 


现在 我 们 举 一 个 更 复杂 数据 的 例子 。 我 们 的 目标 是 确定 |cos(z”)|=1 在 复 平面 中 的 曲线 ， 
其 中 z=xtiy, x 和 yy 是 实数 。 我 们 首先 在 SymPy 中 重新 定义 x 和 yy， 确保 它们 只 取 实 数值 。 
然后 定义 z=xtiy 和 w=cos(z)。 对 于 合适 的 和 了 ， 我 们 需要 以 wXHY 的 形式 进行 展开 ， 
这 是 下 一 行 代 码 的 操作 。 其 次 ， 我 们 用 相同 的 扩展 规则 来 构造 wa=|w|。( 此 时 读者 可 能 希望 
查阅 相关 的 文档 字符 串 帮助 信息 。) 最 后 绘制 工作 就 简单 明了 了 。 






输出 结果 如 图 7-4 所 示 。 





7-4 使 用 SymPy 的 plotting 绘图 模块 绘制 的 隐 式 定义 曲线 |cos((x+iy)*)|=1 
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我 们 的 最 后 一 个 例子 是 用 图 形 化 的 方法 来 描述 分 别 由 x*+y <4 Al xy > 1 定义 的 两 个 区 域 
在 正 象 限 中 的 交点 ， 也 就 是 位 于 双 曲 线 分 支 上 方 的 圆 内 的 区 域 。 我 们 需要 使 用 函数 sy .And 








0.5 


000 0.5 1.0 1,5 2.0 
x 


图 7-5 使 用 SymPy HJ plotting ARRA wil ATH x+y <4 Al xy> 1 在 第 一 象限 定义 的 区 域 


SymPy 绘图 函数 非常 了 解 三 维 曲线 和 三 维 曲 面 。 我 们 从 参数 化 定义 的 曲线 开始 ， 使 用 
单条 曲线 (圆锥 形 螺旋 线 ) 来 说 明 函 数 。 按 照 惯例 ， 读 者 应 该 查阅 文档 字符 串 帮助 信息 以 获 
得 更 多 的 使 用 方法 。 | 









7-6 圆锥 形 螺旋 线 (x, y, z)=(ucos(4u), usin(4u), u) 


基于 笛 卡 儿 坐 标 绘制 曲面 的 方法 简单 明了 。 这 里 我 们 展示 如 何在 不 同和 矩形 网 格 上 绘制 至 
加 图 z=x*+y* 和 z=xy。 
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结果 如 图 7-7 所 示 。 





图 7-7 区 间 -3<x, y<3 的 曲面 z=x*+y 以 及 区 间 -5<x, y<5 的 曲面 z=xy 


绘制 参数 化 曲面 也 十 分 简单 。 这 里 有 一 个 简单 的 例子 ,一 个 扭曲 的 环 面 ， 其 定义 如 下 : 
x=(3+sin u+cos v)cos(2u), y=(3+sin u+cos v)sin(2u), z=2 cos u+sin v 


其 中 O<u, v<2n, HHA 7-8 所 示 。 





7-8 ”使 用 SymPy 的 plotting 绘图 模块 绘制 的 扭曲 环 面 


第 8 章 | 


Python for Scientists, Second Edition 





ti fol oy Ji Fe 
8.1 初 值 问题 
首先 考虑 一 个 单 变量 的 二 阶 微分 方程 ， 例 如 范 德 波 尔 方程 (van der Pol equation); 
y—w—-y’)p+y=0, tet, (8-1) 
对 于 一 个 函数 y(t), AED : 
Wb) =Yo» Wty) =% (8-2 ) 
RE, u, to. yo Mv BBM, pHdy/dt, p=dy/d?,. RNTWKRBSA wren 
阶 形 式 。 假设 : 
_| % f yil] | (8-3) 
‘ hi! ý ial! sy Blecher 
则 式 ( 8-1 ) Ase (8-2) 可 以 合并 成 标准 形式 
IO=f(VO.0, teh, P= P | (8-4 ) 


因为 我 们 在 初始 时 间 t= to 指定 了 充分 条 件 以 求 得 确定 的 解 ， 所 以 这 被 称 为 初 值 问 题 。 大 量 的 
问题 可 以 使 用 标准 形式 ( 8-4 ) 来 重新 表示 ， 其 中 y、yo 和 上 是 关于 一 些 有 限 8 的 s 向 量 。 

有 大 量 的 研究 致力 于 初 值 问 题 (8-4 )。 经 典 文 献 是 Coddington FI Levinson ( 1955 ) 。 
文献 Ascher 等 ( 1998 )、Butcher (2008 ) 和 Lambert (1992) 中 包含 了 有 用 的 评论 ， 并 且 强 
调 求解 数值 方法 。 

在 上 述 研 究 工作 的 基础 上 ，Python 通过 附加 模块 SciPy 提供 了 用 于 解决 初 值 问题 (8-4 ) 
的 “ 黑 盒 ”软件 包 。“ 黑 盒 ” 软 件 包 既 方便 又 危险 。 了 解 “ 黑 盒 ” 软 件 包 如 何 工 作 ， 从 而 了 
解 其 局 限 性 以 及 如 何 影 响 其 行为 是 至 关 重 要 的 。 因 此 ， 下 一 节 将 简要 介绍 初 值 问题 数值 积分 
的 基本 思想 。 


8.2 基本 思想 


这 里 为 了 简单 起 见 ， 我 们 将 考虑 函数 y(t) 的 单个 一 阶 方程 : 
p=A(y—e")-e", 120, y(0)=», (8-5 ) 
其 中 参数 4 是 常数 。 其 精确 解 为 : 
y(t) = (区 -De +e” ( 8-6 ) 
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我 们 将 聚焦 于 初始 条 件 yo=0， 并 考虑 4 的 非 正 值 。 如 果 =0， 则 精确 解 为 X(D=-1+e ， 
对 于 4=1， 解 为 JXD=0。 图 8-1 显示 了 对 于 4 取 若 干 负 值 时 的 解 。 当 = OA") 时 ， 随 着 |4| 的 
增 大 ， 解 会 迅速 从 0 时 的 0 上 升 到 OA), WEA e 方式 衰减 。 





.0 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
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8-1 模型 问题 (8-5) 的 精确 解 ， 其 中 yo=0， 对 应 于 参数 4 的 不 同 负数 值 


为 了 用 数值 方法 针对 0 专 t 筷 1 求解 这 个 方程 ， 我 们 引入 了 一 个 离散 网 格 。 选 择 一 些 大 整 

数 N， 并 设置 h=1/N。 定 义 如 下 : 
tien iN: HEPER 

考虑 到 简便 性 。 我 们 选择 了 等 距 网 格 , 但 实际 上 这 并 不 是 必需 的 。 设 y=y(tn)， 因 此 ， 
V(t) 在 这 个 网 格 上 表示 为 序列 {yo, Vi Yz s yn}。 设 相应 的 数值 近似 表示 为 {Yo, Yi, Yo, …, Yn} 。 

也 许 最 简单 的 近似 方案 是 前 向 欧 拉 方 程 : 

Kay, E =F +hAY-Getje*), a= 0,12), NEI (8-7) 

这 对 应 于 只 保留 泰勒 级 数 中 的 前 两 项 。 实 际 上 ， 单 步 误 差 (single-step error) 或 者 局 部 

截断 误差 (local truncation error) 是 : 


Ta = —(A+l)e") = + hie, +008") ( 8-8 ) 


通过 选择 足够 小 的 h CN 则 是 够 大 )， 我 们 可 以 使 单 步 误差 尽 可 能 小 。 然 而 ， 我们 真正 感 兴趣 
的 是 实际 误差 (actual error): E;= 了 -yn。 使 用 式 ( 8-7 ) 和 式 ( 8-8 ) 分 别 消除 Yri Al yon, X 
易 求 得 : 

E, =(1+hA)E, -hr, (8-9) 
这 是 一 个 递 推 关 系 ， 当 zx>0 时 ， 


E, =(1+h)"E, -ny0 +hA) "T, (8-10) 


m= 


通过 递 推 方法 很 容易 证 明 方程 式 (8-10). 
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4 nn 递增 时 ， 仅 当 |1+h4| 志 1 AY EAR, BWR BORK. AEAEE EES , 
\1+hA|<1 (8-11) 

如 果 前 向 欧 拉 方 程 的 数值 求解 结果 可 接受 ， 则 必须 满足 该 条 件 。 如 果 A 接近 于 -1， 则 任何 合 
理 的 h 值 都 会 产生 可 接受 的 结果 。 但 是 考虑 到 本 -10' 的 情况 ， 稳 定性 要 求 4A<2X10“。 这 
在 计算 快速 初始 变化 时 是 可 以 理解 的 ， 但 在 其 他 值 域内 求解 类 似 e 缓慢 衰减 (参见 图 8-1 ) 
的 方程 时 ， 需 要 设置 非常 小 的 步 长 ， 所 以 数值 演化 进行 得 非常 缓慢 。 这 种 现象 被 称 为 问 
题 (8-5 ) 中 的 刚性 (stiffness)。 显 然 ， 前 问 欧 拉 方 程 在 刚性 问题 上 是 不 令 人 满意 的 。 

事实 上 ， 前 问 欧 拉 方 程 有 许多 其 他 缺陷。 例如 ， 考 虑 简 谐 运动 (1)+w y(tf)=0， HP ow 
是 实数 。 把 它 简 化 为 方程 (8-4) 的 标准 形式 ; 


| 
i) = Ay(O, 其 和 =| ?| | , (8-12) 


稳定 性 准则 (8-11) 必须 应 用 于 矩阵 4 的 每 个 特征 值 1， 这 里 itio, PURI EE 
这 类 问题 上 总 是 不 稳定 的 。 

前 向 欧 拉 方程 具有 显 式 的 性 质 ， 即 Yr 是 根据 已 知 数据 显 式 给 出 的 。 数 值 分 析 家 已 经 建 
立 了 显 式 数 值 求解 方法 的 广泛 理论 ， 它 产生 较 小 的 单 步 误差 ， 并 且 具 有 不 太 严 格 的 稳定 性 准 
则 。 特别 是 ,通过 同时 使 用 多 个 方法 (每 个 方法 具有 不 同 的 精度 )， 可 以 估计 局 部 截断 误差 ， 
并 且 如 果 在 解决 方案 中 指定 了 需要 的 精度 (参见 后 文 )， 那么 我 们 可 以 局 部 地 改变 步 长 h 以 使 
其 尽 可 能 大 (为 了 提高 效率 )， 同 时 保持 精度 和 稳定 性 。 这 被 称 为 自 适 应 时 间 步 长 (adaptive 
time-stepping)。 然 而 ， 这 些 显 式 方 法 在 刚性 问题 上 都 是 无 效 的 。 

为 了 解决 刚性 问题 ， 我 们 简单 概述 后 向 欧 拉 方程 : 


Y =Y, +HAY,,-(4+l)e™*], n=0,1,2,-,N-1 


或 者 
Y=(1—hA) [Y -hA + De], n=0,1,2,.…,N=l (8-13 ) 
可 以 重复 前 面 的 分 析 过 程 ， 结 果 表 明 只 需要 明显 修改 方程 (8-8 ) 中 的 mw， 以 及 单 步 误 
差 =0O(h)， 并 且 实 际 误差 满足 : 


E,., =(1-ha)"'(E, -hr,) 


E, =(1-hd)"E, - xe ~ha)""r,, 
m=0 


则 稳定 性 准则 为 : 
|1-h4|>1 
很 明显 这 满足 我 们 讨论 的 对 于 所 有 正 值 h 都 具有 大 负 4 值 的 刚性 问题 。 


日 ”在 文献 中 有 许多 不 同 的 稳定 性 准则 。 此 处 对 应 于 0- 稳定 性 。 
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对 于 诸如 式 ( 8-12 ) 这 样 的 线性 方程 组 ， 我 们 需要 用 大 /4 来 代替 式 〈8-13 ) 中 的 因子 
1-h4， 需 要 求 一 个 sXs 和 矩阵 的 递 (至 少 需 要 近似 地 求 逆 )。 考 虑 到 这 个 原因 ， 后 向 欧 拉 方 程 
被 称 为 隆 式 方案 。 同 样 ， 数 值 分 析 专 家 建立 了 隐 式 方案 的 广泛 理论 ， 这 些 隐 式 方 案 主要 用 于 
处 理 刚 性 问题 。 

在 上 述 简 短 的 介绍 中 ， 我 们 只 涉及 最 简单 的 线性 情况 。 通 常 ， 问 题 ( 8-4 ) 的 函数 fly, £) 
是 非 线性 的 ， 它 的 雅 可 比 和 矩阵 (Jacobian， 关 于 了 的 偏 导数 矩阵 ) RE SRB A, BRAY 
是 ， 刚 性 (如果 出 现 ) 可 能 取决 于 所 寻求 的 实际 解决 方案 。 这 给 “ 黑 盒 ”求解 器 提出 了 重大 
的 挑战 。 


8.3 odeint mA 


对 于 初 值 问 题 ， 编 写 一 个 有 效 的 “ 黑 盒 ”求解 器 是 十 分 困难 的 ,但 文献 中 已 经 存在 一 些 
经 过 良好 验证 且 可 信 的 例子 。 其 中 最 著名 的 是 Fortran 代码 lsoda， 它 是 作为 odepack 包 的 一 
部 分 ， 在 劳伦斯 利 弗 莫 尔 国家 实验 宝 (Lawrence Livermore National Laboratory, LLNL) F 
发 的 积分 器 ( integrator)。 它 根据 解决 方案 的 特性 ， 自 动 在 刚性 和 非 刚 性 集成 例 程 之 间 切 换 ， 
并 且 进 行 自 适应 时 间 步 长 调整 ， 以 实现 期 望 的 解决 方案 精度 水 平 。scipy .integrate 模块 
中 的 odeint 函数 是 Isoda 的 Fortran 代码 的 Python 封装 。 在 讨论 如 何 使 用 它 之 前 ， 我 们 需 
要 了 解 一 些 实现 细节 。 


8.3.1 理论 背景 


假设 我 们 试图 对 标准 问题 (8-4) 进行 数值 求解 。 我 们 当然 需要 一 个 Python K% f(y, 
t)， 它 返回 右 侧 结果 为 一 个 数组 ， 其 形状 与 y 相同 。 类 似 地 ， 我 们 需要 一 个 包含 初始 值 的 
数组 Y0。 最 后 ， 我 们 需要 提供 tvals ， 一 个 独立 变量 + 值 数组 ， 希 望 返回 相应 的 Y 值 。 注 
意 ， 数 组 tvals 的 第 一 个 元 素 tvals [0] 应 该 是 式 (8-4 ) 中 的 。 下 面 的 代码 将 返回 y 的 
近似 解 





然而 ， 这 里 大 量 重要 细节 却 被 掩盖 了 。 
也 许 第 一 个 问题 是 应 该 使 用 什么 步 长 (或 者 多 个 步 长 ) h， 以 及 这 与 tvals 有 什么 关系 ? 
在 每 个 点 选择 的 步 长 凡 受到 保持 精度 需求 的 约束 ， 这 导致 如 何 确定 精度 的 问题 。 函 数 
odeint 尝试 估计 局 部 误差 为 。 也 许 最 简单 的 标准 是 选择 绝对 误差 su 的 最 小 值 ， 并 要 求 : 
| Ep |< Fans 
并 相应 地 调整 步 长 h。 然 而 ， 如 果 Y, 变 得 非常 大 ， 则 该 准则 可 能 导致 非常 小 的 产值 ， 因 此 变 
得 非常 低 效 。 第 二 种 可 能 性 是 定义 相对 误差 sa ， 并 要 求 : 
|En 1S Y, | Ere 
但 是 ， 如 果 | 列 变 小 ， 例 如 ， 如 果 ,改变 符号 ， 那 么 这 个 选择 就 会 遇 到 问题 。 因 此 ， 通 常 
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的 准则 是 要 求 : 
|[E |<IY leu +e. ( 8-14) 

这 里 我 们 假设 是 一 个 标量 。 如 果 ,是 一 个 数组 ,并且 它 的 所 有 元 素 都 具有 可 比值 ， 
则 只 需要 稍 作 改变 。 如 果 情 况 不 是 这 样 ， 那 么 我 们 需要 Ew 和 au 是 数组 。 在 odeint 函数 
中 ,它们 分 别 对 应 名 为 atol 和 rtol 的 关键 字 参 数 ， 并 且 可 以 是 标量 或 者 数组 (具有 与 y 
相同 的 形状 )。 两 者 的 默认 值 是 标量 ， 约 为 1.5X 1038。 因 此 ， 软 件 包 尝试 使 用 内 部 选择 的 步 
又 从 tvals[0] 积分 到 不 少 于 tvals[-1] 的 最 终 值 ， 在 每 个 步骤 中 尝试 满足 这 些 标准 中 的 
至 少 一 个 。 然 后 通过 内 插 在 tvals 中 指定 的 上 值 处 构造 y 值 并 返回 它们 。 

我 们 应 该 认识 到 ，atcl 和 rtol 指 的 是 局 部 单 步 误 差 ， 而 全 局 误差 可 能 更 大 。 考 虑 到 
这 个 原因 ， 选 择 太 大 的 参数 以 至 于 问题 的 细节 很 难 被 近似 是 不 明智 的 。 如 果 它 们 的 值 被 选择 
得 太 小 以 至 于 odeint 不 能 满足 这 两 个 标准 ， 那 么 将 报告 “运行 时 错误 ”。 

如 上 所 述 ，odeint 可 以 自动 处 理 刚 性 的 方程 或 者 方程 组 。 如 果 这 是 可 能 的 ， 那 么 强烈 建议 
将 Fw 1) 的 雅 可 比 和 矩阵 作为 函数 提供 ， 比 如 jac(y，t) ， 并 将 其 与 关键 字 参 数 Dfun=jac 9 
一 起 包含 在 内 。 如 果 没 有 提供 ,那么 odeint 将 尝试 通过 数值 微分 来 构造 一 个 ， 这 在 关键 情 
况 下 可 能 是 危险 的 。 

对 于 关键 字 参 数 的 完整 列表 ， 读 者 应 该 查阅 odeint 的 文档 字符 串 帮助 信息 。 然 而 ， 还 
有 两 个 常用 的 参数 。 假 设 函 数 TA% Aun fy, t, alpha, beta), jac 也 同样 
依赖 于 参数 ， 那 么 需要 传递 这 些 信 息 给 函数 odeint， 作 为 指定 元 组 (例如 args= (alpha, 
beta) ) 的 关键 字 参 数 。 最 后 ， 在 使 用 新 软件 包 进 行 开 发 的 过 程 中 ， 如 果 能 够 了 解 软 件 包 的 
内 在 机 制 则 将 非常 有 帮助 。 如 下 命令 将 生成 字典 info， 包 含 大 量 的 输出 信息 。 





有 关 详 细 内 容 ， 请 参阅 文档 字符 串 帮助 信息 。 
8.3.2 ” 谐 波 振荡 器 


要 了 解 odeint 的 易 用 性 ， 首 先 考虑 一 个 非常 简单 的 问题 。 
y) =y), y(0)=1 





输出 结果 为 [[1.]， [2.71828193]] ,符合 预期 。 这 里 我 们 使 用 了 一 个 匿名 函数 (2 
见 3.8.8 节 ) KAM AO, D=”， 作 为 第 一 个 参数 。 第 二 个 参数 是 初始 y 值 。 第 三 个 参数 (也 是 
最 后 一 个 ) 是 由 (强制 的 ) 初始 1 值 和 最 终 1 值 组 成 的 列表 ， 该 列表 被 隐 式 转换 为 浮 点 数 的 


日 jac 要 求 一 个 sXs HE, EVRA MRAM. 在 4.9.1 节 ， 我们 指出 了 一 个 模块 ， 它 包含 用 于 指定 此 
类 对 象 的 节省 空间 的 方法 。odeint 函数 可 以 使 用 这 种 方法 。 有 关 详 细 信 息 请 参阅 文档 字符 串 帮助 信息 。 
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NumPy 数组 。 输 出 由 上 数组 和 》 数组 组 成 ， 其 中 省 略 了 初始 值 。 
下 面 是 一 个 简单 方程 组 的 例子 。 这 是 简 谐 运动 问题 : 
BH) + y(t) =0, y(O)=1, y(0)=0 
针对 w=2 和 O<t<2n 进行 求解 和 绘图 。 我 们 首先 把 方程 重 写 为 一 个 方程 组 : 
y=, y)', y= =(y, —@ y)' 
下 面 的 完整 代码 片段 将 在 笔记 本 中 输出 部 分 修饰 的 解 的 图 形 。( 在 实际 问题 中 ， 我 们 可 
能 希望 按照 第 5 章 的 方法 更 详细 地 装饰 图 形 。) 





这 里 应 该 注意 四 点 内 容 。 首 先 ， 在 第 7 行 中 ， 在 函数 rhs 内 ,为 了 返回 值 的 清晰 性 ， 
我 们 “展开 ”了 向 量 参数 。 其 次 ， 在 第 8 行 中 ， 我们 返回 了 一 个 元 组 ， 它 将 被 悄悄 地 转换 成 
数组 。 第 三 ， 请 参见 第 13 行 ,在 cdeint 中 ， 参 数 args 必须 是 元 组 ， 即 使 只 有 一 个 值 。 这 
一 点 在 3.5.5 节 曾 经 阐明 过 原因 。 最 后 ， 输 出 被 打包 成 一 个 二 维 数 组 ， 第 14 行 解 包 结果 数组 。 

如 上 所 示 ， 当 运动 是 自主 的 ， 即 没有 显 式 的 上 依赖 时 ， 输 出 一 个 相 平面 图 (phase plane 
portrait) 通常 是 有 启发 性 的 ， 绘 制 ydot 相对 于 y 的 图 形 ， 并 暂时 忽略 上 依赖 关系 。 我 们 可 
以 使 用 5.10.2 节 的 方法 ， 在 第 21~24 行 中 实现 这 一 点 。 第 25~26 行将 在 5.10.2 WA. iz 
者 可 以 仔细 阅读 与 第 27 行 相 关 的 文档 字符 串 帮 助 信 息 。 
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然而 ， 稍 微 增加 一 些 代 码 ， 我 们 可 以 实现 更 多 功能 。 首 先 ， 我 们 可 以 在 相 空 间 中 创建 网 
格 并 绘制 方 同 场 ， 即 网 格 的 每 个 点 的 向 量 y(?) 。 其 次 ， 我 们 可 以 从 图 形 的 任意 点 〈 即 任意 初 
始 条 件 ) 开始 绘制 解 曲线 。 

这 两 个 步骤 都 由 下 面 的 代码 片段 实现 。 请 注意 ， 该 代码 片段 必须 作为 一 个 文件 〈 例 如 
traj.py) 从 终端 模式 运行 。 此 外 ， 根 据 所 配置 的 后 端 ， 读 者 可 能 需要 几 次 鼠标 点 击 才能 
开始 。 





在 第 14 行 中 ,我 们 选择 (y, ydot) 坐标 来 覆盖 相 空间 中 相对 粗糙 的 网 格 。( 注 意 ， 在 
原始 代码 片段 的 第 13 行 中 创建 的 y 数组 和 ydot 现在 丢失 了 。) 在 第 15 行 中 ， 我 们 计算 这 
个 网 格 中 每 个 点 切线 向 量 场 的 分 量 (u，v) 。 然 后 类 似 于 plt.quiver(y,ydot,u,v) HA 
条 将 这 些 值 绘制 为 小 箭头 ， 其 箭头 的 大 小 和 方向 是 向 量 场 的 ， 其 基点 是 网 格 点 。 然 而 ， 在 平 
衡 点 (u=v=0) 附近 ， 箭 头 最 终 成 为 无 信息 点 。 为 了 改善 这 种 情况 ， 第 16 行 计算 每 个 向 量 的 
Fb Va? ey? ， 第 18 行 绘制 归 一 化 单位 向 量 场 。 第 17 行 确保 不 发 生 “ 除 零 错误 ”。plt. 
quiver 的 文档 字符 串 包含 许多 进一步 装饰 的 帮助 信息 。 
代码 片段 的 第 二 部 分 是 在 这 个 相 平 面 上 绘制 具有 任意 初始 条 件 的 轨迹 。 第 23 行 显示 了 
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一 个 非常 通用 的 函数 的 简单 用 法 。ginput 函数 等 待 n 次 鼠标 点 击 ， 这 里 默认 n=1， 并 返回 
数组 choice 中 每 个 点 的 坐标 值 。 然 后 我 们 在 第 24 行 中 输入 while 循环 ,， 并 将 y01 设置 
为 对 应 于 第 25 行 中 单 击 点 的 初始 数据 。 接 着 第 26 行 求解 ， 第 27 行 绘制 结果 。 然 后 程序 在 
第 28 行 等 待 进一步 的 鼠标 输入 。 因 此 ， 读 者 需要 指定 两 个 起 点 来 绘制 第 一 条 轨迹 。ginput 
的 默认 “超时 ”是 30 秒 ， 因 此 ， 如 果 没 有 提供 输入 ， 那 么 最 终 将 到 达 第 29 行 。 只 有 到 达 此 
处 ,最 后 的 轨迹 才 会 显示 。 


8.3.3” 范 德 波 尔 振 汤 器 


作为 非 线 性 问题 的 第 一 个 例子 ， 我 们 讨论 范 德 波 尔 方程 (8-1) A (8-2) 的 一 阶 形 
式 (8-4) 和 (8-3 )。 这 在 文献 中 经 常 被 用 作 数 值 软件 测试 的 一 部 分 。 我 们 遵循 惯例 ， 通 过 
yo=(2, 0) 设置 初始 条 件 ， 并 考虑 参数 4 的 各 种 值 。 注 意 ， 如 果 /二 0， 那 么 我 们 有 前 面 的 周期 
2n 的 简 谐 运动 的 例子 。 如 果 A>0， 那 么 对 于 任何 初始 条 件 ， 解 轨迹 都 迅速 趋 问 于 极限 环 ， 
并 且 周 期 解析 估计 的 结果 如 下 : 


sed ee ot žu Ot 
HAG=-2log2)+O(UC ) 当天 一 oo 时 


. 周期 轨道 的 快速 弛 瑰 表 明 这 个 例子 很 可 能 变 得 刚性 。 请 回顾 式 (8-3 ) 中 右 侧 的 向 量 ， 
我 们 计算 雅 可 比 和 矩阵 。 


(8-15 ) 


0 l 
J(y)= (8-16) 
= Hrala ikr 

接 下 来 ,我 们 设置 了 一 个 Python 脚本 来 对 这 个 方程 求 积分 ， 它 扩展 了 前 面 用 于 对 简单 
谐 波 运动 方程 求 积分 的 方法 。 





140 BS8F 





第 11 一 12 行 的 语法 在 3.6 节 末 尾 介 绍 。 如 前 所 述 ， 这 些 代码 行 表 示 周 期 取决 于 参数 uo 
注意 ， 第 15 行 中 对 odeint 的 调用 需要 其 他 两 个 命名 参数 。 第 一 个 参数 是 Dfun， 告 诉 积 
分 器 在 哪里 找到 雅 可 比 函 数 。 第 二 个 参数 是 fu11_output， 当 积分 器 运行 时 ， 它 收集 各 种 
统计 数据 ， 这 些 统 计数 据 可 以 帮助 理解 积分 器 究竟 正在 做 什么 。 如 果 full_output 被 设置 
为 True (默认 值 是 False)， 那 么 这 些 数据 可 以 通过 第 15 行 左 侧 的 第 二 个 标识 符 作 为 字典 
访问 。 对 于 可 用 数据 的 完整 列表 ， 读 者 应 该 查阅 函数 odeint 的 文档 字符 串 帮 助 信 息 。 在 这 
里 ,我 们 选择 显示 “ 雅 可 比 评估 数 ”， 可 以 通过 info['nje'] 来 访问 。 鼓 励 读 者 尝试 使 用 
这 个 代码 片段 ， 并 逐步 增加 第 10 行 中 的 参数 mu 的 值 。 针 对 从 小 到 中 等 值 的 参数 u (以 及 误 
差 容 限 的 默认 值 )， 积 分 器 不 需要 使 用 隐 式 算法 ， 但 是 当 />15 时 则 需要 。 

当然 ， 前 面 介 绍 的 可 视 化 脚本 可 以 在 此 上 下 文中 使 用 。 鼓 励 读者 在 这 里 进行 实验 ， 以 便 
熟悉 范 德 波 尔 方程 或 odeint 的 功能 ， 或 者 两 者 均 进行 测试 。 注 意 ， 增 加 参数 / 意味 着 增加 
周期 ， 请 参见 方程 (8-15 )， 因 此 增加 最 终 时 间 和 要 绘制 的 点 的 数量 。 


8.3.4 Brune 


作为 说 明 odeint 函数 的 能 力 的 最 后 一 个 示例 ， 我 们 讨论 洛 伦 兹 方程 。 这 种 非 线性 方 
程 组 最 初 是 作为 地 球 天 气 的 模型 出 现 的 ， 它 表现 出 混沌 行为 ， 并 在 各 种 背景 下 得 到 了 广泛 的 
研究 。 有 很 多 流行 的 文章 ， 在 稍微 高 级 一 点 的 层次 上 ，Sparrow (1982) 给 出 了 一 个 全 面 的 
概述 。 

RARA x(t). y(t) 和 z(t), FRA: 


k=a(y-x), p=px-y-xz, z=xy-fz ( 8-17.) 

其 中 5、p 和 是 常数 ， 我 们 指定 初始 条 件 ， 例 如 HO, BERR WHR T o-10 和 

B=8/3 的 情况 ， 这 个 实践 被 广泛 采用 ， 只 允许 p 变化 。 对 于 较 小 的 p 值 ， 解 的 行为 是 可 预测 

的 ， 但 是 一 旦 p>pas:24.7， 解 就 变 成 非 周期 性 的 了 。 此 外 ， 它 们 表现 得 对 初始 条 件 非常 敏 

Mie SAA EREEREER, FAMAE 
可 以 用 于 研究 非 周期 性 。 
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这 里 ，x、y Mz 被 打包 为 包含 3 个 元 素 的 向 量 w。 然 而 ， 为 了 更 清楚 ,它们 在 第 5 行 、 
第 20 行 和 第 21 行 中 被 局 部 解 包 。 在 图 8-2 中 ，p 参数 变化 很 小 的 两 个 解 轨迹 被 绘制 成 实 线 
和 虚线 。 


rho=29, 28.8 的 洛 伦 兹 方程 





图 8-2 洛 伦 兹 方程 的 两 条 解 曲线 ， 其 p 参数 相差 很 小 。 实 线 和 虚线 区 域 显 示 了 解 在 点 方向 
明显 不 同 的 地 方 。 然 而 , “蝴蝶 结构 ”看 上 去 似乎 是 稳定 的 


142 HEE 


Em, MR p>1, ME PIE AO GS (FEE): 


(0,0,0), (tyB(p-l), +VA(e-1), e-1) 

如 果 O<p<1, WUME— RPA GA UR o e E 但 它 似乎 转 
绕 着 两 个 非 平凡 平衡 点 绕 行 。 从 其 中 一 个 平衡 点 附近 ， 解 开始 慢 慢 地 螺旋 辐射 。 当 半径 变 得 
太 大 时 ， 解 跳 到 另 一 个 平衡 点 附近 ， 在 那里 解 开 始 进行 男 一 个 螺旋 辐射 ,并且 过 程 不 断 重 
复 。 结 果 图 片 看 起 来 有 点 像 蝴 蝶 的 翅膀 。 请 再 次 参见 图 8-2. 

请 注意 ， 这 里 有 仅 实 线 或 者 仅 虚线 的 显著 区 域 。 这 两 个 解 曲线 虽然 最 初 很 接近 ， 但 随 
着 时 间 的 增加 而 呈 点 状 发 散 。 这 在 彩色 图 中 更 容易 看 到 。 然 而 , “蝴蝶 结构 ”仍然 完好 无 
损 。 我 们 对 洛 伦 兹 及 其 相关 方程 组 的 许多 知识 是 基于 数值 实验 的 。 详 细 的 讨论 请 参阅 文献 
Sparrow ( 1982 ). 


84 两 点 边 值 问题 


8.4.1 概述 


下 面 是 两 点 边 值 问 题 的 一 个 非常 简单 的 模型 : 
y"(x)= f(x,y, y’), a<x<b, 其 中 Fa)=4 y(b)=B (8-18 ) 
(我 们 将 自 变量 从 t 改 为 x， 以 符合 历史 惯例 。) 正如 我 们 看 到 的 ， 这 是 一 个 全 局 问题 ， 
因此 比 8.1 节 的 初 值 问题 更 难 〈 初 值 问题 是 局 部 的 )。 存 在 定理 更 难 制定 ， 更 不 用 说 证 明 ， 数 
值 处 理 也 不 像 前 面 的 例子 那样 简单 明了 。 
考虑 如 下 简单 的 线性 例子 : 
y"(x)+A(x)y(x) =0, 0<x<1, 其 中 y(0)= 4, p(D=B (8-19 ) 
由 于 线性 ， 我 们 可 能 会 选择 使 用 “打靶 法 ”( shooting approach)。 首 先 解决 两 个 初 值 问 
题 (请 参见 8.1 节 )。 


yi(x) + h(x), (4) =0, x>0, y,(0)=1, y (0) =0 
y3(x) + h(x) y,(x) =0, x>0, y,(0)=1, y,(0)=1 
线性 意味 着 通 解 (general solution， 也 称 为 一 般 解 、 全 部 解 ) A y(x)=Ciyi(x)+Cry.(x), 
其 中 Cl 和 C; 是 常数 。 我 们 通过 设 定 C=4， 可 以 在 x=0 处 满足 边界 条 件 。 
现在 x=1 处 的 边界 条 件 要 求 4y1(1)+C2yz(1)=B。 如 果 y(1)#0, M C 有 唯一 的 解 ， 并 且 
问题 有 唯一 的 解 。 然而 ， 如 果 y(1)=0, 那么 对 于 C2, 当 Ay,(1)=B 时 存在 无 穷 多 个 解 ; 否则 
无 解 。 
我 们 应 当 注 意 到 ， 与 初 值 问 题 相 比 ， 边 值 问题 解 的 存在 性 和 唯一 性 远 远 没 有 那么 清晰 ， 
并 且 内 在 地 取决 于 解 在 整个 积分 区 间 内 的 行为 。 我 们 需要 一 种 新 的 方法 。Ascher (1995 ) 
教科 书 提出 了 一 种 方法 ， 在 理论 和 应 用 之 间 达 到 了 平衡 。 建 议 读 者 进一步 研究 本 课题 的 背景 
知识 。 文 献 Ascher (1998) 中 ， 在 更 基本 的 层次 上 阐述 了 相关 资料 。 
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8.4.2 边 值 问题 的 公式 化 


现在 我 们 为 维度 为 4 的 因 变量 数组 建立 了 一个 方程 : 
F(x)= (90(7), y), s Y2 0) 
我 们 不 要 求 微分 方程 写成 一 阶 方程 组 。 相 反 ， 我 们 假设 方程 组 可 以 书写 为 如 下 形式 : 
M= f, a<x<b, 0<i<d 
其 中 必须 确定 右 侧 的 值 。 换 而 言 之 ,yi(x) 是 由 其 m 阶 导 数 的 方程 确定 的 。 为 了 更 精确 ， 我 
们 引入 了 一 个 由 因 变 量 和 所 有 低 阶 导数 组 成 的 维度 为 N= 六 m ES 


Z) = ZAE) =o Yo 0 s Vo Vo Yaa Vi VA) 
那么 我 们 的 微分 方程 组 具有 如 下 形式 : 
y (x)= f(x, ZŒ (x), a<x<b, 0<i<d ( 8-20 ) 
如 果 我 们 把 式 〈8-20 ) 写成 一 阶 系 统 ， 那 么 它 将 具有 维度 N。 
接 下 来 需要 建立 入 个 边界 条 件 。 我 们 将 这 些 边界 条 件 设置 在 点 {z)} E, j=0, 1, =, N-1, 
其 中 az6 专 zi 夺 … 志 zw1 夸 b。WN 个 边界 条 件 中 的 每 一 个 均 具有 如 下 形式 : 
g (z;,Z(¥(z,)))=0, j=0; N-I ( 8-21 ) 
这 里 存在 一 个 限制 : 边界 条 件 是 分 离 的 ， 即 条 件 go, (MA z, Ab. PER, W 
多 更 一 般 的 边界 条 件 可 以 写成 这 种 形式 。 作 为 一 个 简单 的 例子 ， 考 虑 如 下 问题 : 
u"(x)= f(x, u(x), W(X), O<x<l, HPu(0)+u(1)=0, u'(0)=1 
其 中 包括 非 分 离 边界 条 件 。 为 了 处 理 这 个 问题 ， 我 们 将 添加 一 个 平凡 微分 方程 到 方程 组 : 
von)=0， 其 中 v(0)=u(0)。 方 程 组 现在 有 两 个 未 知 数 天 (uw, v), FFAS 3 阶 的 。 对 于 z0, 21=0 
和 z2=1, Z=(u, u', v) 的 三 个 分 离 边界 条 件 分 别 为 w(0)=0、x0)-v(0O)=0 和 u(1)+v(1)=0. 
这 个 技巧 可 以 用 于 处 理 未 知 参 数 和 归 一 化 条 件 。 再 次 考虑 一 个 简单 的 特征 值 示例 : 
u'(x)+Au(x)=0, u(0)=u()=0, #+f “1 (s)ds=] (8-22) 
我 们 引入 了 两 个 辅助 变量 v(x) = 2 A w(x) = | w(s)ds 。 因 此 ， 我 们 的 未 知 数 是 Yu, v, 


w), FFA Z=(u, u', v, w)。 有 三 个 阶 数 分 别 为 2、1 和 1 的 微分 方程 ， 即 : 
u"(x)=—u(x)v(x), vx)=0, w(x)=u (x) ( 8-23 ) 
以 及 四 个 分 离 边界 条 件 : 
u(0)=0, w(0)=0, MD=0 E ( 8-24 ) 
因此 ,一 大 类 边 值 问题 可 以 被 强制 转换 到 我 们 的 标准 形式 (8-20) 和 (8-21). 
上 面 的 例子 说 明了 边 值 问题 的 男 一 个 方面 。 很 容易 看 出 ,问题 (8-22) 有 一 组 可 数 无 穷 
解 集 u(x)=V2sin(mmex) ， 其 中 当 n=1, 2, Rt, 4=4=(nn) s RE u JRE u 中 是 线性 的 , 但 
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在 了 中 是 非 线性 的 ， 并且 特征 值 是 非 线性 方程 的 解 ， 这 里 sin(V4) = 0 。 还 要 注意 ， 非 线性 方 
程 封闭 形 式 一 般 是 不 可 解 的 ， 并且 可 以 具有 许多 解 。 在 这 种 情况 下 ， 解 技巧 通常 涉及 迭代 方 
法 ， 并 且 我 们 需要 能 够 指定 自己 感 兴趣 的 解决 方案 。 例 如 ,我 们 可 能 会 提供 关于 未 知 解 行为 
的 或 多 或 少 知情 的 猜测 。 

打 葛 法 可 以 为 初 值 问题 “猜测 ” 初 值 。 然 而 ， 特 别 是 对 于 非 线性 问题 ， 错 误 的 猜测 常常 
会 产生 试探 解 ， 在 到 达 遥 远 边 界 之 前 就 会 失败 。 因 此 ， 我 们 还 需要 考虑 用 于 数值 求解 边 值 问 
题 的 不 同 技术 。 我 们 考虑 区 间 a<x<b, MARIEH aSxoSxj SS xy Sb 表示 它 。 这 
个 网 格 可 能 包括 上 面 介 绍 的 边界 点 {2}。 接 下 来 ， 我 们 会 面临 两 个 相关 的 问题 : 如 何 表示 网 
格 上 的 未 知 函 数 ; 如 何 近 似 网 格 上 的 微分 方程 和 边界 条 件 ? 

显然 ， 针 对 一 个 特定 问题 做 出 的 选择 对 于 另 一 个 问题 来 说 可 能 不 是 最 佳 的 。 考 虑 到 所 
涉及 的 问题 的 多 样 性 ， 许 多 人 可 能 选择 适合 于 他 们 自己 问题 的 方法 。 这 假设 他 们 知道 最 佳 
选择 ， 或 者 可 以 得 到 最 佳 建议 。 对 于 其 他 人 来 说 ,“ 黑 盒 ” 解 决 方案 虽然 很 少 提供 最 优 解 
决 方案 ， 但 是 可 以 快速 生成 可 靠 的 答案 ， 这 就 是 我 们 将 采用 的 方法 。 在 文献 中 描述 了 许多 
“ 黑 盒 ”软件 包 ， 通 常 采 用 Fortran 或 者 C++ 包 来 提供 。 其 中 一 个 受到 广泛 尊重 的 软件 包 是 
COLNEW ， 请 参见 Bader 和 Ascher ( 1987 )， 它 在 文献 Ascher 等 (1995 ) 的 附录 B 中 有 广 
AHA. Fortran 代码 的 Python 包装 器 已 经 包括 在 Scikit 包 scikits.bvpllg 中 。(Scikit 
包 在 4.9.2 节 进 行 了 讨论 。) 其 安装 (需要 可 访问 的 Fortran 编译 器 ) 将 在 A.S 节 进 行 描述 。 


8.4.3 简单 示例 
我 们 举 一 个 两 点 边 值 问题 的 简单 例子 ， 


u"(x)+u(x)=0, u(0)=0, Wn)=b, 0<x<n ( 8-25 ) 
其 精确 解 是 u(x)=-sin x。 下 面 的 代码 片段 可 以 用 于 获得 和 绘制 数值 解 。 注 意 ， 为 了 简明 和 清 


晰 ， 我 们 将 绘图 指令 保持 在 最 小 限度 。 
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此 处 ,第 2 行 代码 导 和 人 边界 值 问题 求解 器 包 colnew。 这 里 恰好 存在 一 个 二 阶 微分 方 
程 ， 这 由 第 4 行 的 Python 列表 指定 。 这 里 有 两 个 边界 点 ， 这 些 边 界 点 在 第 5 行 中 给 出 ， 作 
为 一 个 列表 ， 强 制 转换 到 数组 。 我 们 需要 为 每 个 边界 点 指定 一 个 允许 的 误差 容 限 数组 ， 并 且 
在 第 6 行 中 对 此 做 出 任意 选择 。 

我 们 将 单个 方程 写成 u"(x)=-u(x)， 并 在 函数 fsup 的 右 侧 指定 。 它 的 参数 是 x 以 及 因 
变量 的 扩展 向 量 2Z={u, uy, ITHE, RER 10 行 中 对 其 解 包 。 注 意 ， 我 们 必须 将 单个 
值 -u 作为 数组 返回 ， 这 首先 涉及 将 其 打包 到 列表 (第 11 行 ) 中 ， 以 确保 当 colnew 以 数组 
作为 参数 调用 fsub 时 ,输出 是 具有 适当 大 小 的 数组 。 类 似 的 考虑 也 适用 于 边界 条 件 ， 我 们 
首先 重 写 为 x(0)=0 和 w(x)-1=0。 在 第 16 行 中 ， 函 数 gsub 返回 从 列表 转换 的 数组 。 注 意 ， 
数组 下 标 对 应 于 boundary_points 中 所 指定 的 点 。 因 此 u[0] 46m u(0), Mi auil] 指 问 
xzr)。 正 确 理解 这 些 函 数 的 语法 很 重要 ， 和 否则 错误 消息 就 会 模糊 不 清 。 

在 完成 这 些 初始 工作 之 后 ， 我 们 在 第 18 行 中 调用 colnew.solve 函数 。 前 4 个 参数 
是 必需 的 。 剩 下 的 是 关键 字 参 数 ， 这 里 我 们 所 使 用 的 参数 应 该 足以 解决 简单 的 问题 。 对 于 
可 选 参数 的 完整 列表 ， 按 照 惯例 我 们 应 该 查阅 函数 的 文档 字符 串 帮 助 信息 。 剩 下 的 代码 行 
显示 了 如 何 使 用 函数 colnew.solve 的 输出 来 给 标识 符 solution 赋值 。 解 所 确定 的 x 值 
数组 被 存储 为 solution.mesh， 我 们 在 第 22 行 中 将 其 赋值 给 标识 符 x. 现在 增 广 解 向 量 
Z={u, x 可 以 通过 二 维 数组 solution(x)[ , ] 获得 。 第 二 个 参数 指定 Z 组 件 (wu 或 者 
du)， 而 第 一 个 参数 标记 计算 它 的 点 。 因 此 ,第 30 行 中 plt .pilot 的 第 二 个 参数 返回 一 个 z 
值 向 量 。 

对 于 这 样 一 个 简单 的 问题 ， 这 显然 是 大 量 的 工作 。 幸 运 的 是 ， 随 着 难度 的 增加 ， 工 作 负 
载 几乎 没有 变化 ， 这 意味 着 ， 正 如 下 面 两 个 示例 所 示 ， 大 部 分 代码 片段 可 以 相互 重用 。 


8.4.4 线性 特征 值 问题 


接 下 来 我 们 详细 地 讨论 形式 为 式 (8-23 ) 和 式 (8-24) 的 特征 值 问题 (8-22 )。 众 所 周 
知 ， 对 于 诸如 式 (8-22 ) 之 类 的 问题 ， 存 在 可 数 无 穷 解 ， 因 此 作为 示例 ， 我 们 要 求 第 三 特征 
值 。 因 为 这 是 一 个 Sturm-Liouville 问题 ， 所 以 我 们 知道 相应 的 特征 函数 在 区 间 内 有 两 个 根 ， 
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在 端点 也 有 两 个 根 。 因 此 ， 我 们 建议 一 个 合适 的 四 次 多 项 式 作为 初始 猜测 ， 因 为 我 们 想 近似 
求 第 三 个 特征 函数 。 如 下 代码 片段 解决 了 这 个 问题 。 为 了 简明 起 见 ， 我 们 同样 没有 装饰 图 
形 ， 虽 然 这 并 不 可 取 。 
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这 里 的 新 特点 是 第 22~30 行 的 初始 猜测 。 函 数 guess (x) 需要 返回 放大 后 的 解 向 量 Z 
和 相应 右 侧 的 初始 猜测 。 第 24 行 指 定 为 合适 的 四 次 多 项 式 ， 第 25 THe uM. R 
下 的 代码 应 该 是 不 言 而 喻 。 第 三 个 特征 值 求 得 的 结果 是 88.826 439 647， 它 与 精确 值 9r 相 
Æ 1+4xX10 1, 


8.4.5” 非 线性 边 值 问题 
作为 本 节 的 最 后 一 个 例子 ， 我们 考虑 布 拉 图 问题 (Bratu problem), 
u(x) +Ae"™ =0, O<x<1, A>0, u(0)=u(1)=0 ( 8-26 ) 
它 出 现在 若干 科学 应 用 中 ， 包 括 燃烧 理论 。 

如 上 所 述 ， 这 是 一 个 谜 。 对 于 参数 14 的 所 有 值 是 否 存在 解 ， 或 者 仅 对 于 其 某 个 集合 存 
在 解 ， 在 这 种 情况 下 , A 是 特征 值 吗 ? 如 果 是 后 者 ， 那 么 该 集合 是 离散 的 (如 8.4.4 WAT), 
还 是 连续 的 ?” 如果 4 是 特征 值 ， 那 么 特征 函数 是 唯一 的 吗 ?” 和 大 多 数 现 实生 活 中 的 问题 一 
样 ， 我 们 从 一 个 完全 未 知 的 位 置 开始 。 

由 于 这 个 问题 有 物理 根源 ， 因 此 我 们 直观 上 感觉 存在 一 些 解 。 让 我 们 选择 一 个 1 的 任意 
值 ， 比 如 说 本 1， 然 后 看 看 是 否 可 以 解决 这 个 问题 。 因 为 它 是 非 线性 的 ， 所 以 我 们 需要 对 解 
进行 初始 值 猜测 ， 并 且 u(x)=xx(1-x) 满足 任意 参数 u 的 所 有 选择 的 边界 条 件 。 作 为 第 一 次 尝 
试 ， 我 们 尝试 一 个 直接 数值 处 理 方法 。 
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上 述 代码 与 8.4.4 节 的 代码 片段 非常 相似 ， 但 是 进行 了 两 处 更 改 。 正 如 3.8.8 节 所 述 ， 
lambda 是 保留 关键 字 ， 它 不 能 用 作 标 识 符 ， 因 此 我 们 在 第 11 行 中 使 用 Lamda 作为 方 
fe (8-26) 中 的 参数 。 下 一 个 注意 事项 是 ， 我 们 在 第 20 一 26 行 给 出 了 一 个 解 的 猜测 。 如 果 
在 第 28、29 行使 用 参数 值 ,=1 和 y=0.2 来 运行 这 个 代码 片段 ， 那 么 我 们 将 得 到 一 个 平滑 的 
解 。 然 而 ， 如 果 我 们 保持 =1 不 变 ， 而 设置 /=20， 则 会 得 到 不 同 的 平滑 解 。( 检 查 两 个 解 的 
最 大 值 ! ) 如 果 我 们 改变 1， 比 如 说 -5， 那 么 就 不 会 产生 任何 解 ! 结果 表明 ，4 并 不 是 一 个 
能 够 区 分 解 的 好 参数 。 

经 验 (包括 上 面 的 解释 ) 表明 描述 解 的 更 好 参数 可 能 是 解 的 范 数 。 因 此 ， 我 们 考虑 一 个 
具有 额外 因 变量 的 泛 化 问题 ， 

v(x)=A, w(x) =I u?(s)ds 
于 是 , 方程 组 变 为 : 
u(x) =v), v(x)=0, w(x)=u (x) 
其 边界 条 件 为 : 
u(0)=0, w(0)=0, u()=0, wl)=y 

注意 新 的 参数 ”， 用 于 计算 解 的 范 数 的 平方 。 这 就 提出 了 一 种 新 的 策略 : 我 们 是 否 能 够 
构造 一 个 由 ?参数 化 的 单 参数 解 族 u=u(y; x), A=A(y) ? 我 们 建议 使 用 连续 数值 参数 来 研究 这 
种 策略 。 我 们 从 非常 小 的 值 开始 ， 对 于 它 我 们 期 望 唯一 的 小 人 解 ， 所 以 我 们 应 该 得 到 一 个 
数值 解 。 接 下 来 ， 我 们 为 y 增加 一 个 小 的 值 ， 并 使 用 先前 计算 的 解 作为 初始 猜测 值 ， 重 新 求 
解 问题 。 通 过 重复 这 一 “连续 过 程 "， 我 们 可 以 得 到 以 为 参数 的 一 组 解 。 图 8-3 显示 了 y 作 
为 y 的 函数 的 变化 规律 。 下 面 的 代码 片段 执行 任务 并 绘制 图 8-3。 


图 8-3 布 拉 图 问题 的 特征 值 4 作为 解 的 范 数 的 函数 
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从 图 8-3 可 以 看 出 , Ate y APPR, KALE p~0.7. WREX y ][0.65, 0.75] € 
新 运行 代码 片段 (通过 修改 第 35 行 )， 那 么 我 们 就 开始 回 到 yy 的 最 大 值 上 。 我 们 可 以 通过 
np .max(laml) 获得 1 的 最 大 值 ， 并 且 代 码 估计 值 4=3.513 830 717 996。 对 于 4< 和 ;存在 两 
个 不 同 y 值 的 解 ， 但 如 果 4 过， 则 根本 不 存在 解 。 这 证 实 并 细 化 了 我 们 第 一 次 调查 的 结果 。 

事实 上 ,我 们 可 以 研究 式 (8-26) 的 解析 解 。 如 果 我 们 设置 vou), WA wu=log(-v1 
4)， 并 且 我 们 发 现 v" = vv =7 0) ， 所 以 vas =k， 一 个 常数 。 首 先 ， RANE k<0, i 
k=-8v?, OFF A> 0 的 分 析 是 相似 的 ， 但 结果 是 负 特 征 值 4， 并 且 f=0 的 情况 将 导致 xx) 的 
奇异 解 。) 因此 我 们 需要 求解 方程 : | 


v (x)- v (x)=-8v° 
其 一 般 解 为 : 
v(x) =—4v tanh(2v(x — x, )) 
其 中 xo 是 任意 常数 。 这 意味 着 : 
u(x)=—21log[cosh(2y(x— x, ))]+ const 


我 们 使 用 常数 来 拟 合 边界 条 件 u(0)=u(1)=0， 解 得 : 


cosh v 


接 下 来 ,我 们 确定 A=-u'"/exp(u) 为 : 
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2 
v 
A= OOF d 3 


显然 ， 对 于 v>0， 有 4Mw)>0， 并 且 唯 一 最 大 值 位 于 vave, HP ve 是 coth v=v 的 单个 正 根 。 
在 4.9.1 95, RITER v.~1.199 678 640 26, WRO<A</,, HP A=A(v.)~3.513 830 719 13。 
以 上 的 数值 估计 差异 为 10?， 这 证 实 了 它 的 精确 性 。 

这 是 对 Python 如 何 处 理 边 值 问题 的 非常 简单 的 概述 。 许 多 重要 问题 (例如 无 穷 域 或 者 
半 无 限 域 上 的 方程 ) 都 没有 涉及 。 然 而 ， 这 些 内 容 都 包含 在 文献 Ascher 等 (1995 ) 中 ， 建 
议 感 兴趣 的 读者 去 阅读 。 


8.5 延迟 微分 方程 


延迟 微分 方程 出 现在 许多 科学 学 科 中 ， 特 别 是 在 控制 理论 和 数学 生物 学 中 ， 本 书 的 例 
子 选 自 于 这 两 个 领域 。 对 于 最 近 的 研究 (例如 参见 Erneux (2009 ))， 由 于 它们 可 能 不 是 所 
有 用 户 都 熟悉 的 ， 因 此 我 们 首先 要 详细 考虑 一 个 非常 简单 的 情况 。 读 者 可 以 在 教科 书 (例如 
Driver ( 1997 )) 中 找到 一 种 系统 的 处 理 方法 。 


8.5:1 ”模型 方程 
考虑 一 个 自 变量 t+ 和 一 个 满足 延迟 微分 方程 的 单 因 变量 x(t): 


e =x(t-r), 1>0 (8-27 ) 


其 中 rt 宇 0 是 常数 。 对 于 t= 0， 我 们 有 一 个 常 微 分 方程 ， 并 且 一 旦 指定 了 “初始 数据 ”x(0) = 
xo， 就 确定 了 解 。 我 们 说 这 个 问题 恰好 是 “一 个 自由 度 ”(xz)。 但 是 ， 如 果 zr>0， 那 么 对 于 
某 些 函数 xo(t)， 我 们 可 以 看 到 适当 的 初始 值 为 如 下 形式 的 值 : 
x(t)=x)(t), te[-r,0] ( 8-28 ) 

“自由 度 ” 的 数目 是 无 穷 的 。 在 对 一 阶 常 微分 方程 初 值 问 题 的 研究 中 ,诸如 极限 环 、 堆 
ERA (Hopf bifurcation) 和 混沌 等 奇异 现象 需要 两 个 或 者 多 个 自由 度 ， 即 方程 组 。 但 是 ， 
正如 我 们 将 看 到 的 ， 所 有 这 些 现象 都 存在 于 标量 一 阶 延迟 微分 方程 中 。 

接 下 来 ,我 们 需要 注意 延迟 微分 方程 解 的 一 个 特征 性 质 。 对 式 ( 8-27 ) RS, ARH: 


2 
= (x)= x(t-—2r) 





Tta) =x(¢-nr), nal, 2 3. (8-29 ) 


现在 考虑 当 t 同 时 从 上 面 和 下 面 趋 近 于 0 时 dx/dt 的 值 。 数 学 家 把 这 些 极限 分 别 表示 为 0+ 
和 0-。 从 式 (8-27) 可 以 看 出 ， 在 三 0+ 时 ， 我们 有 dx/d 三 xo(-7)， 而 在 0- 时 的 方程 (8-28 ), 
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则 意味 着 dx/dt=dxo/dt 在 t=0- 的 求 值 。 对 于 一 般 数据 xo(t)， 这 些 极限 值 是 不 一 样 的 ， 所 以 我 
们 应 该 注意 在 =0 处 ，dx/dt 会 出 现 跳跃 不 连续 性 。 因 此 ， 方 程 (8-29) 意味 着 dxd? 在 =r 
处 出 现 跳 路 不 连续 性 ，d"x/dr' 在 t=(n-1)c 处 出 现 跳 路 不 连续 性 ， 等 等 。 因 为 我 们 的 模型 方程 
很 简单 ， 我 们 可 以 清楚 地 看 到 这 些 结论 。 假设 ， 例 如 我 们 选择 xo(t) 三 1， 我 们 可 以 解析 地 求 
解 方程 (8-27 )， 对 于 4E[-1, 1], BRA: 


] #t<0 
x(t) = 
l+¢ #40<r<l 


结果 表明 dx/dt Æ HO 处 有 一 个 跳跃 1。 重 复 该 过 程 ， 则 有 : 
(=i 1<:<2 
d x/d? Ze =1 处 有 一 个 跳跃 1。 这 就 是 所 谓 的 “分 步 法 ”， 但 只 适合 于 教学 练习 。 


8.5.2 更 一 般 的 方程 及 其 数值 解 


显然 ,我们 可 以 将 式 (8-27) 推广 到 一 个 方程 组 ， 可 以 包括 许多 不 同 的 延迟 王 ， 王 ，…… 
甚至 可 以 允许 延迟 依赖 于 时 间 和 状态 ， 其 中 c(t, x)。 正 如 我 们 所 建议 的 ， 延 迟 微 分 方程 具 
有 非常 丰富 的 结构 ， 并 不 是 8.1 节 中 讨论 的 常 微分 方程 初 值 问 题 的 简单 推广 ， 并 且 考 虑 到 这 
个 原因 ， 用 于 构造 初 值 问 题 的 数值 解 的 软件 不 再 适用 。 有 关 延 迟 微分 方程 数值 解 的 实用 介 
绍 ， 请 参见 Bellen 和 Zennaro ( 2003 )。 

构造 一 个 健壮 “ 黑 盒 ”积分 器 (类似 于 8.1 节 的 odeint 函数 ， 可 以 处 理 各 种 各 样 的 延 
述 微分 方程 ) 是 非常 困难 的 。 幸 运 的 是 ， 数 学 生物 学 中 遇 到 的 大 多 数 情 况 都 具有 一 个 或 者 多 
个 恒定 的 延迟 ， 并 且 没 有 状态 依赖 的 延迟 。 在 这 个 简单 的 情况 中 ， 存 在 许多 健壮 的 算法 ， 参 
见 Bellen 和 Zennaro (2003) 中 的 讨论 。 一 个 通用 的 积分 器 ， 其 通用 名 称 为 dde23, HHF 
Bogacki 和 Shampine ( 1989 ) ( 它 是 由 二 阶 和 三 阶 的 Runge-Kutta 积分 器 ， 以 及 三 次 插值 器 组 
成 的 。) 由 于 其 复杂 性 ， 它 通常 以 “封装 ”形式 使 用 ， 例 如 在 Matlab 中 。 在 Python 中 ， 可 以 
通过 pydelay 包 进 行 访问 ,该 包 可 以 从 其 网 站 下 载 S9。 安 装 此 类 包 的 说 明 请 参见 A.5 节 。 

pydelay 包 包 含 全 面 的 文档 和 一 些 精心 选择 的 示例 代码 ， 包 括 数 学 生物 学 中 的 麦克 - 
格拉 斯 (Mackey-Glass) 方程 等 。 在 这 里 ， 我 们 将 首先 考虑 一 个 表面 上 很 简单 的 例子 ， 然 
而 它 表现 出 令 人 惊讶 的 行为 。 但 首先 我 们 要 谈 谈 包装 是 如 何 运 作 的 。Python 最 终 是 基于 C 
语言 的 。 在 第 4 章 中 ,我 们 看 到 NumPy 如 何 将 Python 列表 操作 “即时 ”地 转换 为 C 数组 
操作 ， 从 而 极 大 地 提高 了 Python 的 速度 。SciPy 中 包含 一 个 swig 工具 ， 人 允许 用 户 通过 字 
符 串 传递 给 解释 器 有 效 的 C 代码 (对 于 大 的 代码 块 ， 通 常 采 用 文档 字符 串 格 式 )， 该 字符 串 
将 被 “即时 ”编译 并 执行 。 对 于 初学 者 来 说 ， 直接 使 用 swig 并 不 容易 ， 并 且 大 多 数 对 使 
用 编译 代码 感 兴趣 的 科学 用 户 通 过 研究 9.7 节 讨 论 的 £2py 工具 将 获得 更 多 的 实用 性 工具 。 
pydelay 的 开发 人 员 在 swig 和 临时 用 户 之 间 提 供 了 一 个 聪明 的 接口 。 用 户 只 需要 将 方程 
(包括 各 种 参数 ) 作为 字符 囊 输入 ， 以 使 包 能 够 编写 有 效 的 C 程序 ， 然 后 将 C 程序 编译 并 隐 


O ”官网 地 址 为 http://pydelay.sourceforge.net。 
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藏 在 临时 文件 中 。 接 下 来 ， 必 须 提供 执行 dde23 程序 所 需 的 数据 。 最 后 ， 在 执行 之 后 ， 我 
们 需要 将 输出 恢复 为 Numy 数组 。 在 Python 中 ， 这 些 输入 /输出 操作 由 对 象 的 字典 无 颖 地 
处 理 。 回 顾 3.5.7 节 ， 字 典 成 员 是 由 键 值 对 组 成 的 。 第 一 个 键 必须 是 一 个 不 可 变 的 对 象 ， 通 
常 是 一 个 字符 串 ， 用 于 标识 成 员 。 第 二 个 值 是 内 容 ， 可 以 是 任何 有 效 类 型 。 这 一 背景 知识 对 
于 理解 本 节 其 余部 分 的 代码 片段 至 关 重要 。 


8.5.3 ”逻辑 斯 谤 方程 
前 文 提 到 的 无 量 纲 逻 辑 斯 谤 方程 (dimensionless logistic equation) (1-3) 作为 种 群 动力 
学 的 一 个 简单 例子 。 现 在 考虑 它 的 延迟 微分 方程 对 应 项 : 
(0)=x(O( x(t—7) (8-30) 


其 中 常数 是 非 负 值 。 对 于 提出 这 个 等 式 的 生物 学 背景 ， 可 以 参见 诸如 Murray (2002) KX 
献 。 对 于 王 0， 我 们 恢复 了 常 微分 方程 ， 其 解 具有 非常 简单 的 性 质 。 存 在 两 个 固定 解 x()=0 
和 x(0=1， 其 中 第 一 个 是 排斥 子 ， 第 二 个 是 吸引 子 。 对 于 任意 的 初始 数据 x(0)=xo>0， 解 音 
调 趋 向 于 :一 % 的 吸引 于 。 
对 于 + 的 小 正 值 ， 我 们 可 以 合理 地 预期 这 种 行为 会 持续 下 去 。 假 设 我 们 考虑 初始 数据 : 
x(t)=x, 其 中 -tr<t<0 (8-31) 
然后 线性 化 分 析 表 明 ， 对 于 0<+<e'， 情 况 确 实 如 此 ， 参 见 图 8-4 中 的 第 一 行 。 然 而 ， 
对 于 e <r< 了 x， 到 吸引 子 y-1 的 收敛 变 得 振荡 ， 如 图 8-4 中 的 第 二 行 所 示 。 在 +=37 处 ， 


出 现 霍 普 夫 分 贫 ， 即 吸引 子 成 为 排斥 子 ， 解 趋向 于 极限 环 。 这 在 图 8-4 的 第 三 行 中 很 明显 。 
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图 8-4 三 种 延迟 ft 的 逻辑 斯 谨 延 迟 微分 方程 ( 8-30 ) 的 数值 解 。 左 图 是 x(1) 作为 时 间 t 的 
函数 ， 右 图 是 准 相 位 平面 图 ，x(t-7) 对 xD 
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超 临 界 情形 r= 是 非常 令 人 惊讶 的 ， 这 样 一 个 简单 的 模型 居然 可 以 接受 周期 性 行为 。 


此 外 ， 如 果 选 择 较 大 的 ,那么 x(b 的 最 小 值 可 能 非常 小 。 在 种 群 动力 学 中 ， 我 们 可 以 把 这 
种 现象 解释 为 灭绝 ， 表 明 种 群 在 一 两 个 周期 后 就 灭绝 了 。 关 于 对 这 些 解 的 解释 的 进一步 讨 
论 ， 请 参见 Erneux (2009 ) 和 Murray (2002) 等 文献 。 

图 8-4 中 的 每 一 行 都 是 借助 下 面 的 代码 生成 的 : | 


第 1 一 3 行 是 例 行 程序 。 第 4 行 导 入 dde23 以 及 SciPy 和 各 种 其 他 模块 。 第 6 一 8 行 声 
明 进 化 的 长 度 、 延 迟 参数 + 和 初始 值 mm， 这 些 都 无 须 解 释 。 

第 10 一 17 行 包 含 了 新 的 内 容 。 我 们 必须 告诉 dde23 要 求解 的 方程 ， 提 供 有 效 的 C 代 
码 。 幸 运 的 是 ， 核 心 Python 中 的 大 多 数 算术 表达 式 都 是 可 以 接受 的 。 这 里 正好 有 一 个 方 
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程 ， 我 们 仅 用 一 个 成 员 来 构造 一 个 字典 equations。 方 程 是 针对 dx/dt 的， 因此 成 员 键 
是 'x'， 值 是 包含 dx/di 的 公式 的 Python 字符 串 (第 9 行 )。 方 程 包含 一 个 参数 tau， 因 此 
我 们 需要 提供 第 二 个 字典 parameters。 该 字典 包含 每 个 成 员 的 元 素 ， 其 键 是 表示 参数 的 
字符 串 ， 其 值 是 参数 的 数值 (第 11 行 )。 接 下 来 第 12 行 代码 编写 C 函数 来 模拟 这 个 问题 。 
最 后 ， 我 们 必须 为 它 提供 输入 参数 。 常 用 的 数值 参数 在 第 13 一 14 行 代码 中 给 出 。 这 里 ， 对 
应 于 x 的 “初始 值 ”由 式 〈8-31 ) 给 出 ,我 们 用 一 个 成 员 构 造 第 三 个 字典 ， 在 第 15 行 中 ， 
使 用 3.8.8 节 的 匿名 函数 语法 ， 并 将 它们 提供 给 第 16 行 的 C 代码 。 最 后 ， 第 17 行 运行 后 台 
C 代码 。 

接 下 来 ， 我 们 必须 提取 解 。 通 常 ， 我 们 不 知道 准确 的 初始 值 ， 因 此 选择 显示 在 初始 瞬 态 
行为 消失 之 后 的 稳 态 (我 们 所 希望 的 状态 )。t_vis 的 目的 是 为 图 形 选 择 一 个 起 始 时 间 。 由 
C 程序 生成 的 解 是 可 用 的 ,但 在 dde23 选择 的 1 值 处 ， 这 些 值 通 常 不 是 均匀 间隔 的 。 第 20 
行 中 sample 函数 的 目的 是 执行 三 次 插值 ， 并 将 参数 中 指定 参数 在 上 内 均匀 间隔 的 数据 返回 
给 函数 。 在 图 8-4 的 右 侧 列 中 ， 我 们 显示 了 x(t-?) 与 xA 的 准 相 位 平面 图 。 因 此 在 第 20 行 ， 
我 们 选择 [tyist+t, tina] 范围 中 的 1+， 但 在 第 2347, 我 们 使 用 在 [tyis, tint] 范围 中 的 上 4， 两 者 
具有 相同 的 间距 。 函 数 sample 返回 一 个 字典 。 然 后 ， 第 21 行 代码 提取 具有 和 键 't' 的 成 
员 ， 结 果 为 均匀 间隔 的 ! 值 的 NumPy 数组 。 第 22 行 和 第 24 行 将 x(t) 和 x(t-7) 值 作 为 数组 
返回 。 更 多 的 参数 可 以 提供 给 dde 函数 。 有 关 详 细 信息 ， 请 参阅 非常 翔实 的 文档 字符 串 帮 
助 信息 。 

最 后 ， 在 第 26~3677, 我们 在 不 同 图 形 中 绘制 出 作为 1 的 函数 x(j， 绘 制 出 x(t-7) 与 
x(t) 之 间 的 “ 伪 相 平面 图 ”。 此 代码 片段 的 输出 对 应 于 图 8-4 中 的 最 后 一 行 。 整 个 复合 图 是 
使 用 5.10 节 的 技术 构建 的 ， 留 给 读者 作为 练习 。 


8.5.4 麦克 - 格拉 斯 方程 


麦克 一 格拉 斯 (Mackey-Glass) 方程 最 初 是 作为 生理 控制 系统 的 模型 出 现 的 (Mackey 和 
Glass (1977)), 并且 可 以 在 许多 数学 生物 学 教科 书 中 找到 ， 例 如 Murray (2002). #7 - 
格拉 斯 方程 也 非常 适用 于 动力 系统 理论 ， 因 为 它 是 一 个 简单 的 一 维系 统 (尽管 具有 无 限 个 自 
由 度 )， 而 且 具 有 极限 环 、 倍 周期 和 混沌 特性 。 其 无 量 纲 形式 如 下 : 


A a dea 3 ( 8-32 ) 
dt ©) “1+ GG= ry Sage 


其 中 常数 a、b、m 和 zt 是 非 负 值 。 对 于 -<t<0, 我 们 将 像 以 前 那样 选择 初始 值 x(f)=xo。 

由 于 它 的 重要 性 ， 用 于 解决 它 的 示例 代码 包含 在 pydelay 包 中 。 但 是 ， 如 果 读 者 已 经 
在 前 面 的 小 节 中 试验 了 逻辑 斯 说 延迟 微分 方程 的 代码 片段 ， 那 么 最 简单 的 方法 就 是 复制 并 修 
改 它 的 副本 ， 我 们 将 展示 如 下 。 

显然 ， 我 们 需要 改变 常量 ， 所 以 前 面 代码 片段 的 第 6 一 8 行 应 该 被 替换 为 任意 值 : 
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被 编码 为 cos (u) 等 。 首 先 考虑 方程 (8-32 ) 中 的 指数 。 在 Python (和 Fortran) 中 ， 我 们 将 
用 uxxv 表 示 必 。 然 而 在 C 中 ， 我 们 必须 使 用 pow(u，v)。 为 了 对 方程 和 参数 进行 编码 ， 





修改 后 的 代码 片段 用 于 生成 图 8-5 的 两 个 组 件 ， 这 两 个 组 件 在 质量 上 与 图 8-4 的 最 后 一 
行 类 似 ， 显 示 了 极限 环行 为 。 


1.3 1.3 
1.2 1.2 
1.1 1.1 
1.0 F 1.0 

g Pi 
0.9 x 0.9 
0.8 0.8 
0.7 0.7 


0.975 480 485 490 495 500 0.0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 
t x 


图 8-5 对 于 a=2, b=1, m=7, 72 和 初始 值 xo(D=0.5 的 麦克 - 格拉 斯 方程 的 数值 解 。 左 图 
是 x(t) 作为 时 间 t 的 函数 ， 右 图 是 准 相 位 平面 图 ，x(t-7) 对 x(?) 


因为 麦克 - 格拉 斯 方程 包含 四 个 可 调 参数 ， 所 以 对 其 性 质 的 完整 探索 是 一 项 艰巨 的 工 
作 。 这 里 ,我 们 将 按照 最 初 作者 的 方法 ， 在 保持 其 他 参数 固定 的 同时 ， 尝 试 改 变 m。 我 们 在 
8-6 中 显示 了 准 相 位 平面 图 (在 演化 运行 了 比 上 述 代码 片段 更 长 的 时 间 之 后 )。 详 细 信 息 
在 图 表 标 题 中 说 明 ， 但 是 我 们 看 到 极限 环行 为 显示 出 倍 周期 和 混沌 。 生 物 学 家 可 能 倾向 于 检 
查 相 应 的 波形 ， 这 将 需要 调整 t_vis 参数 以 限制 显示 的 周期 数 。 

可 以 提供 更 复杂 的 示例 ， 例 如 包含 在 pydelay 包 中 的 那些 示例 ， 但 是 感 兴 趣 的 读者 应 
该 能 够 在 这 里 所 展示 的 两 个 示例 的 基础 上 进行 代码 构建 。 


x(t-tau) 








0.2 0.2 0.2 
0.2 0.40.6 081.0 1214 0.2 0406 0810 1214 0.2 040.6 081.0 1.21.4 
x(t) 


图 8-6 麦克 -格拉 斯 方程 的 准 相 位 平面 图 。 使 用 的 参数 是 图 8-5 中 指定 的 参数 ， 仅 m=7 被 
更 改 为 所 示 的 值 。 在 m=7 时 ， 该 解 具有 周期 1。 在 m=7.4 时 ， 周 期 翻 了 一 倍 ， 而 
在 m=8.7 时 ， 这 个 周期 增加 了 四 倍 。 进 一 步 增加 六 则 导致 混沌 ， 如 m=9.6 所 示 。 然 
而 ， 较 大 的 六 值 再 次 导致 规则 运动 。 在 m=9.71 时 ， 解 具有 周期 3， 但 如 果 m=9.75, 
则 该 周期 加 倍 ， 在 m=10 时 再 次 出 现 混 沌 。 较 大 的 m 值 再 次 导致 规则 运动 。 注 意 ， 
不 同行 为 之 间 的 实际 转换 发 生 在 m 介 于 所 示 值 的 中 间 


8.6 随机 微分 方程 


前 面 三 节 讨 论 了 一 些 科 学 问题 ， 其 中 所 涉及 的 模型 可 以 被 相当 精确 地 描 “ 述 ， 并 且 重 点 
放 在 具有 高 精度 的 方法 上 。 存 在 许多 科学 研究 领域 ， 例 如 数学 生物 学 和 数学 金融 领域 ， 在 
这 些 领 域 根 本 无 法 获得 这 种 精度 。 通 常 ， 存 在 太 多 无 法 枚 举 的 影响 因素 ， 我 们 需要 考虑 随 
机 进化 。 要 获得 启发 式 但 范围 广泛 的 可 能 性 调查 ， 请 参见 Gardiner (2009) 等 。 我 们 将 在 这 
里 专门 研究 自主 随机 微分 方程 。 对 这 一 理论 的 仔细 研究 可 以 在 文献 Øksendal ( 2003 ) 中 找 
到 ， 对 于 数值 处 理 的 基础 理论 ， 标 准 参 考 文献 是 Kloeden 和 Platen (1992 )。 然 而 ， 作 者 发 
BL Higham (2001 ) 提供 的 数值 处 理 方法 特别 具有 启发 性 ， 他 的 一 些 想法 反映 在 下 面 的 阐述 
中 。 当 然 ，Higham 省 略 了 许多 数学 细节 。 强 烈 推 荐 读者 从 Evans (2013) 那些 激动 人 心 的 
演讲 中 获取 这 些 数学 细节 。 在 这 个 理论 的 概要 中 ， 我 们 同样 将 采取 非常 有 启发 性 的 方法 ， 依 
靠 引用 的 参考 资料 来 提供 理论 证 明 。 
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8.6.1 维 纳 过 程 


最 常用 的 随机 行为 建 模 机 制 是 维 纳 过 程 (Wiener process) 或 者 布朗 运动 (Brownian 
motion)。 在 [0, 7] 上 的 标准 标量 过 程 或 者 运动 是 连续 依赖 于 1 的 随机 变量 W(t)， 并 且 满 足以 
下 准则 : 

。 W(0)=0 的 概率 为 是 1; 

。 如果 O<s<t<T, Wt WW(1)-W(s) 是 正 态 分 布 的 随机 变量 ， 其 平均 值 为 0， 方差 为 

t-s (或 者 标准 差 为 Yt--s ); 

o 如 果 O<s<t<u<v<T, WSR W(?)-W(s) 和 W(v)-W(u) 是 独立 变量 。 
这 些 都 是 爱 因 斯 坦 解 释 布朗 运动 时 使 用 的 基本 “公理 ”。 

用 Python 可 以 非常 容易 地 构造 一 个 数值 近似 。 模 块 NumPy 包含 一 个 名 为 random 的 子 
模块 ， 该 子 模块 包含 一 个 函数 normal ， 用 于 生成 正 态 分 布 的 伪 随 机 变量 的 实例 。 有 关 详 细 
信息 ， 请 参阅 文档 字符 串 帮助 信息 。 在 下 面 的 代码 片段 中 ， 我 们 用 500 个 步骤 来 生成 和 绘制 
0 入 ! 私 了 的 布朗 运动 。 






随机 变量 在 第 -7 行 生成 。 传 递 给 normal 函数 的 参数 的 最 简单 形式 包括 平均 值 、 标 准 差 
和 所 需 输出 数组 的 形状 。 这 里 ， 我 们 精确 地 生成 了 比 所 需 数目 恰好 多 一 个 的 随机 数 ， 以 便 可 
以 在 第 8 行 中 将 第 一 个 值 更 改 为 零 ， 从 而 确保 W(0)=0。 最 后 ， 我 们 在 第 9 行 生成 W(t)， 作 
为 增 量 的 累积 和 。( 函 数 cumsum Æ 4.6.2 WART.) 代码 片段 的 其 余部 分 是 例 程 ， 我 们 在 
图 8-7 中 显示 了 一 个 实际 输出 。“ 几 乎 可 以 肯定 ”， 每 个 读者 的 尝试 都 将 是 不 一 样 的 。 请 分 析 
原因 。 


8.6.2 Ito 微 积分 


我 们 需要 进一步 研究 维 纳 过 程 。 为 了 解释 正在 发 生 的 事情 ， 我 们 对 符号 设置 做 了 小 小 的 
改变 : 
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0.40 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
Í 


8-7” 维 纳 过 程 或 者 离散 布朗 运动 的 示例 


dW (t)=W(t+At)-—W(t) 

我 们 知道 dW 的 期 望 值 是 <dW>=0， 它 的 方差 是 <(dP >=At。 这 表明 维 纳 过 程 Wt) 虽 
然 是 连续 的 ， 但 不 可 求 导 ， 因 为 当 At->0 时 ，dW/At 将 发 散 。( 事 实 上 ,可 以 “几乎 肯定 ” 百 
FAAR, WO 确实 是 不 可 求 导 的 。) 因此 ， 我 们 可 以 讨论 微分 dW(z)， 但 无 法 求解 dW dt 

接 下 来 讨论 自主 确定 性 初 值 问题 ， 


X(t)=a(x(t)) 其 中 x(0) = 元 ( 8-33 ) 
我 们 选择 把 它 书写 为 如 下 等 效 的 形式 : 
dx(t)=a(x(t))dt ”其 中 x(0)= x ( 8-34 ) 
这 可 以 被 认为 是 如 下 形式 的 简写 : 
x(t) =x) +f _a(x(s))ds (8-35 ) 


现在 ， 我 们 在 方程 (8-34 ) 的 右 侧 引入 “ 品 声 ”项 ， 并 将 确定 项 x(t) 替换 为 由 上 参数 化 
的 随机 变量 X(t)， 将 我 们 的 随机 微分 方程 (Stochastic Differential Equation, SDE) SAX: 


dX (t)=a(X(t))dt+b(X())dW(t) 其 中 X(0)=X, ( 8-36 ) 
其 是 如 下 形式 的 简写 


XO =X, +f a(X(s))ds+ | bX(s)ams) (8-37) 


其 中 ， 右边 的 第 二 个 积分 将 在 下 面 定 义 。 假 设 已 经 完成 定义 ， 则 由 方程 (8-37 ) 给 出 的 XO 
被 称 为 随机 微分 方程 (8-36 ) 的 一 个 解 。 
在 进一步 研究 这 个 问题 之 前 ， 我 们 需要 指出 一 个 容易 忽略 的 陷阱 。 假 设 X(t) 满足 (8-36 ), 
并 假设 对 于 某 些 平滑 函数 几 XD=AXKD)。 也 许 我 们 天 真 地 认为 : 
dY = f'(X)dX =bf'(X)dW + af'(X)dt ( 8-38 ) 


但 是 ， 一 般 而 言 这 是 不 正确 的 ! 为 了 证 明 这 一 点 ， 假 设 我 们 使 用 泰勒 级 数 构造 前 两 个 项 : 
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dY = fd +5 f"(X)dX? + 


= f' [a dt+b dwj+ i [ardr +2ab dt dW +b dW’*]+*… 


=bf' AW + af" dr+ bf" dW" +abf" dW d+ a di? ++ 


我 们 将 这 些 项 目 按 从 大 到 小 递减 的 顺序 分 组 ， 因 为 我 们 知道 aW=O(dt'?). WE It6 建议 

我 们 进行 如 下 替换 
dW ”dt dW dt—0 
在 上 述 公 式 中 ， 忽 略 二 次 项 和 高 阶 项 ， 从 而 得 到 : 
dY = bf" aw +{ af! +3 六 5-02? 

这 被 称 为 It6 公式 ， 它 可 以 用 来 代替 (8-38 )。 让 我 们 看 看 其 在 一 个 简单 例子 中 的 作用 。 

假设 我 们 设置 ; 
dx¥=dW 其 中 X(0)=0 

即 才 是 维 纳 过 程 Wn), 并 且 a=0、b=1。 

假如 选择 ftx)=e 下， 则 It6 公式 预测 : 


dy =-3Y dW +Y at 其 中 Y(0)=1 


我 们 不 知道 如 何 求解 这 个 问题 ， 但 我 们 可 以 获得 其 期 望 值 : 
d< To= ` <Y>dt 


O A <¥>(0)=1, Fk <¥>()=e*, Am, FEARTA, BA It6 校正 ， 从 而 
有 <X(t)>=<W(t)>=0, Alt <Y()>=1. 
下 面 的 Python 代码 片段 可 以 用 来 测试 替代 方案 。 
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大 多 数 代码 都 是 熟悉 的 。 第 一 处 新 知识 点 位 于 第 8 行 ， 其 中 我 们 生成 了 布朗 运动 的 M 
个 实例 ， 每 个 实例 具有 N+1 个 步骤 。dw 是 一 个 二 维 数组 ， 其 中 第 一 个 索引 引用 样本 数 ， 第 
二 个 索引 引用 时 间 。 第 9 行将 每 个 样本 的 初始 增 量 设置 为 0， 然 后 第 10 行 通过 对 第 二 个 索 
引 求 和 ， 生 成 X 个 布朗 运动 样本 。U 当然 具有 与 W 和 aw 相同 的 形状 。 第 11 行 生成 函数 值 ， 
第 12 行 计算 它们 在 X 个 样本 上 的 平均 值 。( 初 学 者 可 能 需要 查阅 cumsum 和 mean 的 文档 字 
符 串 帮助 信息 。) 请 注意 ， 完 全 没有 显 式 循环 ， 因 此 会 产生 令 人 厌烦 且 容 易 出 错 的 敌 记 细节 。 
在 图 8-8 中 ， 我 们 绘制 了 前 五 个 样本 路 径 ，M 个 样本 的 平均 值 和 It6 建议 <U()>=e", FF AR 
们 还 计算 和 打印 了 误差 的 无 穷 范 数 。 一 如 既往 ， 这 些 代码 片 段 不 是 固定 不 变 的 ， 而 是 作为 数 
值 实验 基础 的 建议 。 尝 试 修改 这 些 代码 是 获得 经 验 的 最 佳 途径 ! 





3.0 
== 5000 个 样本 的 平均 值 
i “精确 ” 解 <U> 4 Í 
2.5 N 
t : 
| ’ 
2.0 Rik, val 
i i r A wh 
> P ni cat bat vy NA 
i yf hy i f fy ine 
lee w Whe = 
ee ee ES a awe ee 
ug “Me! wrt. oe RE yen ial ay , ws J 
0.5 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 


图 8-8 “一 个 离散 的 布朗 运动 MO 的 函数 vO=em| -3 虚线 是 五 个 样本 路 径 。 实 线 给 出 
了 由 地 公式 预测 的 “精确 ” 解 <U>()=exp[31]: 几乎 隐藏 在 它 下 面 的 是 虚线 ， 它 映 
射 了 所 有 5000 个 样本 的 平均 值 ， 对 于 这 些 布朗 运动 样本 ， 两 者 之 间 的 最 大 差 约 为 1X107 
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8.6.3 Ito 与 斯 特 拉 托 诺 维 奇 随机 积分 
在 本 小 节 中 ， 我 们 尝试 理解 曾 在 式 (8-37) 中 出 现 的 概念 
f; fOaw@ 


我 们 采用 标准 的 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 (Riemann-Stieltjes) 积分 方法 ， 并 选择 如 下 区 间 的 

一 些 划分 : 
T =t,<t,<-<t, =T, 
并 设 Attert WEW) AR AWWin-Wi。 我 们 也 在 每 个 子 区 间 中 选择 任意 点 WE [ti 
如， 简单 起 见 ， 我 们 均匀 地 选择 点 。 
T, =(1—-A)t, + At,,, 

其 中 ,4E[0, 1] 是 一 个 固定 参数 。 我 们 将 考虑 无 限 细 化 ，maxr At 一 0， 通 过 N-o 非 正 规 表 
示 。 因 此 ， 从 双方 期 望 值 相同 的 角度 看 ， 我 们 的 定义 可 以 表示 为 : 


N-I 
J, OIW) = lim SEAM, 


结果 定义 规范 ， 但 不 垃 的 是 ， 与 确定 性 的 情况 不 同 ， 它 严格 地 依赖 于 的 选择 ， 或 者 
更 准确 地 说 ， 依 赖 于 tr 的 选择 。 为 了 理解 这 一 点 ,我们 考虑 一 个 特定 的 例子 ，fl=W(?)， 


HE AR rc。 我 们 从 代数 恒等式 开始 : 
PAW, =~ Wia -WJ -ZAW + W, =W} + Wen WM, -M,) 


现在 我 们 将 这 个 恒等式 从 好 0 到 K=N-1 进行 相 加 ， 并 取 期 望 值 。 右 边 第 一 项 的 结果 为 


+ (Wi -w)=5(0 T) -Wn)), 第 二 项 的 结果 为 ~, At =- 7) 。 类 似 地 ， 第 三 


项 的 结果 为 D (Ti -如 )= 4(D -也 ) 。 最 后 一 项 的 期 望 值 是 0， 因 为 两 个 时 间 间 隔 是 不 相交 的 ， 
所 以 不 相关 。 因 此 从 期 望 值 的 角度 看 ; 


T; ] ] 
1, OiR -i(t -mn))+ 2-3) -f) (8-40) 


如 果 我 们 选择 4 = ， 则 会 有 “常识 性 ”结果 ， 通 常 被 称 为 斯 特 拉 托 诺 维 奇 积分 (Strat- 


onovich integral) 。 在 许多 情况 下 ， 选 择 立 作为 区 间 的 左 端点 ( 即 4=0 ) 更 有 意义 ， 这 导致 
It6 积分 ， 其 应 用 更 广泛 。 修 改 最 后 一 个 Python 代码 片段 以 验证 式 (8-40 ) 非常 简单 ， 至 少 
在 It6 的 情况 下 是 这 样 。 


8.6.4 ”随机 微分 方程 的 数值 求解 


我 们 回 到 随机 微分 方程 ( 8-36 ): 
dX(t)=a(X(t))dt+b(X(t)dmW(t) 其 中 X(0)= XX, ( 8-41 ) 
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为 了 针对 ce (0, T] 进行 数值 求解 ， 我 们 把 1: 区间 划分 为 N 个 长 度 为 AE=TIN 的 子 区 间 ， 设 
t=kAt， 对 于 k=0, 1,…, N， 简 写 为 XXt) ÉRE: 


Xn=X+| i a(X(s))ds + | = b(X(s))dW(s) ( 8-42 ) 


接 下 来 考虑 X(s) 的 平滑 函数 Y=V(X(s)). IHE It6 公式 ( 8-39 ): 
dY = L[Y] dt + M{Y] dw 





其 中 
me Me dY 
AeA E ME A) 
因此 得 到 


Y(X(S)=Y(X,)+ | LEXE dr + f MYX) Ae) 
接 下 来 ， 将 上 述 方程 中 的 YO BERRA aX, PRR BON DAX), RRRA 
程 (8-42 )， 可 得 到 : 
Xn= Xi+| (et )+|, Lla X Edr +| Mla(x())] dr ds 


+ | locx, )+ | ; Llb(X(r))] dr + | z M[b(X(r))] aw) dW (s) 
我 们 将 其 重新 组 织 为 : 
X, =X, +a(X, At+b(X, AW, 
+| i dW(s)/ AW (AMX) 
+dsdr, ds dW(r) 和 dWV(s)dr 上 的 积分 
欧 拉 一 丸 山 数值 解法 (Euler-Maruyama method) 只 保留 上 面 表达 式 的 第 一 行 : 
X, a =X, + aX, At +b(X, NW, —W.) ( 8-43 ) 
米尔 斯 坦 (Milstein) 方法 包括 第 二 行 的 下 列 近 似 : 
Xa =X, ta(X A+ (XM, —W) 
+b(X, Zex, jj awo f aw) ES 
根据 前 面 小 节 的 计算 ， 我 们 知道 如 何 计算 It6 形式 的 二 重 积分 ， 如 下 所 示 : 
| ar aoD=| WE) -w aw) 
-82 一 了)-7At- 有 把 (FL 一 丽 ) 


= 了。 -WY — Aa) 


因此 米尔 斯 坦 方法 的 最 终 形式 为 : 


X a =X, +a(X,)At+b(X,)AW, + 3b(X, )b'(X, (AW.)— At] ( 8-45 ) 
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这 里 我 们 只 处 理 了 一 个 单 标量 方程 。 将 其 泛 化 为 SDE 系统 并 不 简单 ， 具 体 请 参见 引用 
的 参考 文献 。 
一 个 重要 的 考虑 因素 是 这 些 方法 的 准确 性 。 有 两 种 和 常用 的 定义 : ISAK, (RI 
我 们 固定 了 一 些 z* 值 ， 例 如 *E[0, T), FF AI 一 2zAl。 为 了 估计 这 个 值 z 的 精确 度 ， 我 们 
需要 将 计算 的 轨迹 闷 与 一 个 精确 的 X(0) 进行 比较 。 但 两 者 都 是 随机 变量 ， 所 以 存在 多 种 合 
理 的 比较 方法 。 如 果 想 要 测量 轨迹 的 紧密 度 ， 那 么 我 们 可 以 看 看 差异 的 期 望 值 。 如 果 满 足下 
列 条 件 ， 则 该 方法 具有 强 收 敛 阶 y: 
(|X, -—X(r)|)=O(At”) 当 At—0 ( 8-46 ) 
然而 ， 对 于 某 些 目的 ， 期 望 值 的 差异 可 能 更 相关 。 如 果 满 足下 列 条 件 ， 则 该 方法 具有 弱 
WK 3% y: 
X,)-(X@))|=O~r") 4Aar—o ( 8-47) 


欧 拉 - 九 山 数值 解法 和 米尔 斯 坦 方法 的 弱 收 敛 阶 都 等 于 1。 然 而 ， 在 研究 推导 方法 时 ， 
我 们 可 能 会 猜测 欧 拉 - 丸 山 数值 解法 具有 强 收敛 阶 y= 了 ,而 米尔 斯 坦 方 法 具有 y=1， 结 果 
的 确 就 是 如 此 。 理 论证 明 可 以 在 教科 书 中 找到 ， 而 经 验 验证 则 由 本 节 后 面 的 代码 片段 提供 。 
作为 一 个 具体 例子 ,我 们 考虑 方程 (8-41 )，a(X)=2X，b(X)=xX， 其 中 4 和 4 是 常数 : 
dX(D) =AX(D)dt+ JX(DqW(t) HX (0) =X, (8-48) 


这 是 金融 数学 中 作为 资产 价格 模型 发 现 的 ， 它 是 推导 布莱克 — 斯 克 尔 斯 (Black-Scholes) 
偏 微分 方程 的 关键 因素 ,具体 请 参见 文献 Hull (2009 )。 其 形式 化 的 It6 解 为 : 


X() =X, exp (4-4 p i mo ( 8-49 ) 


我 们 选择 任意 参数 值 ,=2、w=1 和 Xo=1 2 
首先 ， 我 们 实现 了 米尔 斯 坦 算法 ， 并 将 其 与 解析 解 〈8-49 ) 进行 了 比较 。 这 可 以 使 用 下 
面 的 代码 片段 来 实现 ， 代 码 中 没有 任何 新 的 Python 特性 。 
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如 图 8-9 所 示 ， 米 尔 斯 坦 算法 生成 了 一 个 看 起 来 非常 接近 解析 解 的 解决 方案 。 作 为 练 
习 ， 我 们 可 能 需要 修改 第 29 行 和 第 30 行 代码 ， 以 使 用 欧 拉 - 丸 山 算法 生成 等 效 的 图 形 。 必 
须 注 意 的 是 ， 这 个 图 形 是 依赖 于 布朗 运动 的 一 个 实例 。 重 复 运行 代码 片段 的 结果 表明 ， 其 表 
现 的 收敛 可 能 比 示例 更 好 或 者 更 差 。 


0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
t 


图 8-9 方程 (8-48 ) 的 解析 解 ( 8-49 ) 的 一 个 实例 及 其 在 1000 个 区 间 内 使 用 米尔 斯 坦 算法 
的 解 ; 结果 没有 明显 的 区 别 


因此 ,我们 接 下 来 从 数值 上 考虑 这 两 个 数值 算法 的 收敛 速度 。 下 面 的 代码 片段 根据 经 验 
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研究 了 欧 拉 - 丸 山 和 米尔 斯 坦 算法 的 强 收敛 性 。 简 明 起 见 ， 它 只 包含 很 少 的 注释 ， 但 是 代码 
Fr 段 的 后 面包 含 了 解释 。 





PMAAE 167. 





们 将 在 M 个 积分 路 径 上 进行 采样 。 在 代码 的 第 5 一 10 行 以 及 第 12 一 14 行 中 设置 各 种 参数 ， 
在 第 16 一 18 行 中 设置 函数 a(X)、b(X) A(X). FS 21~23 行 代码 为 最 佳 离散 化 构造 M 条 布朗 
路 径 。 到 目前 为 止 代码 应 该 是 熟悉 的 。 第 26 行 和 第 27 行 代码 为 每 个 样本 路 径 建 立 精 确 解 。 
我 们 将 为 每 个 采样 路 径 和 每 个 离散 化 计算 欧 拉 - 丸 山 误差 和 米尔 斯 坦 误差 .第 28 行 和 第 29 
行为 它们 保留 空间 。 实 际 的 计算 是 在 第 32~45 行 中 完成 的 ， 在 这 里 我 们 循环 遍历 p。 因 此 ， 
我 们 考虑 具有 间距 Dt 且 大 小 为 工 的 网 格 。 第 36 行 和 第 37 行 代 码 为 每 个 方法 和 样本 设置 起 
始 值 ， 第 38 行 代码 为 适当 的 间隔 设置 布朗 路 径 样本 。 第 39 一 43 行 中 的 循环 对 每 个 样本 路 径 
执行 两 次 积分 。 我 们 分 别 在 第 和 4 行 和 第 45 行 中 为 每 种 方法 计算 二 T 的 强 收敛 方程 (8-46 ) 
的 误差 。 其 余 代码 大 部 分 是 常规 的 。 在 第 54 行 ,我们 计算 M 个 样本 上 的 欧 拉 - 丸 山 误差 的 
平均 值 ， 然 后 将 其 作为 离散 时 间 At 的 函数 绘制 在 对 数 - 对 数 曲 线 上 。 为 了 便于 参考 ， 我 们 在 


同一 坐标 轴 上 绘制 VA7 ， 以 给 出 了 的 视觉 指示 。 然 后 我 们 对 米尔 斯 坦 误 差 做 同样 的 处 理 。 


第 64 一 66 行 代码 为 坐标 轴 创 建 TeX 格式 的 标签 。 纯 粹 主义 者 会 抱怨 在 这 种 情况 下 使 用 
的 字体 不 协调 。 这 是 因为 我 们 遵循 了 在 5.8.1 节 概 述 的 非 LaTeX 用 户 的 方法 。 该 方法 可 以 合 
理 地 假设 围绕 图 形 的 文本 被 设置 为 默认 的 TeX FIE “Computer Modern Roman”， 并 且 如 果 
是 这 种 情况 ， 那 么 坐标 轴 标 签 将 是 无 可 指责 的 。 虽 然 本 书 (英文 原版 ) 是 使 用 LaTeX 制作 
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的 ， 但 使 用 的 字体 都 属于 “Times” 系 列 ， 所 以 原始 的 TeX 选择 是 和 谐 的 。 补 救 措施 在 5.8.2 
节 进 行 了 说 明 ， 它 的 调用 留 给 感 兴趣 的 读者 作为 练习 3。 最 后 ， 在 第 68 一 73 行 ， 我 们 估计 了 
的 经 验 值 ， 发 现 这 两 种 方法 的 值 分 别 接近 于 1/2 和 1 ; 如 图 8-10 所 示 。 这 个 代码 片段 可 以 
大 大 缩短 ， 但 是 我 们 选择 保留 这 种 形式 ， 以 便 读者 可 以 修改 代码 、 计 算 和 显示 不 同 的 信息 ， 
并 处 理 更 复杂 的 方程 。 强 烈 鼓 励 读者 把 它 作 为 进一步 实验 的 起 点 。 


logio(< |X,—X(z)| )) 





logioAt 


8-10 方程 (8-48 ) 数值 解 中 最 终 误差 的 期 望 值 ， 作 为 At 的 函数 。 请 读者 特别 注意 这 些 
“ 线 ” 的 斜率 。 米 尔 斯 坦 方法 收敛 于 AT， 而 欧 拉 - 丸 山 方法 收 钱 于 AT)" 


在 处 理 传统 的 初 值 和 边 值 问题 时 ， 我 们 非常 重视 高 阶 、 高 精度 的 算法 。 这 是 合理 的 ， 因 
为 有 一 个 基本 的 假设 ， 即 我 们 既 熟 悉 方 程 ， 又 精确 了 解 初始 或 者 边界 数据 。 这 些 假设 对 于 随 
机 方程 来 说 很 少 被 证 明 合理 ， 所 以 高 阶 方法 并 不 常见 。 
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偏 微 分 方程 : 伪 谱 方法 





本 章 将 讨论 两 个 截然 不 同 但 彼此 联系 的 话题 。 首 先 ， 我 们 将 研究 一 些 初 值 问题 和 初 边 值 
问题 ， 其 中 正 向 时 间 积 分 是 由 “直线 法 ”( method of lines) 来 处 理 的 。 我 们 可 以 用 下 列 两 种 
方法 之 一 来 处 理 空间 导数 : 

。 有限 差分 法 : 这 是 所 有 教科 书 中 讨论 的 标准 方法 ,我 们 将 在 下 一 章 讨 论 该 方法 某 些 方 

面 的 内 容 ; 

。 AK: 对 于 平滑 解 ， 其 结果 具有 接近 指数 精度 。 

简单 起 见 ， 我 们 将 只 研究 一 维 空间 中 的 标量 偏 微分 方程 ， 但 所 有 研究 成 果 都 可 以 推广 到 
二 维 或 者 更 多 维 方程 组 。 我 们 首先 讨论 能 够 处 理 周 期 性 空间 依赖 问题 的 傅 里 叶 方法 。 然 后 ， 
在 9.6 节 中 ， 我 们 建议 使 用 切 比 雪夫 变换 来 处 理 更 一 般 的 空间 依赖 关系 。 不 幸 的 是 ， 没 有 现 
TERY Python“ 黑 盒 ”软件 包 来 实现 该 功能 ， 但 是 存在 遗留 的 Fortran77 代码 ， 我 们 在 附录 B 
中 列 出 了 这 些 代码 。 

本 章 的 第 二 个 主题 是 9.7 节 介 绍 的 NumPy f2py 工具 ， 以 便 我 们 可 以 重用 附录 B 的 遗 
留 代 码 以 构造 Python 函数 ， 从 而 实现 9.6 节 中 的 思想 。 如 果 读 者 对 重用 遗留 代码 感 兴趣 ， 
那么 应 该 研究 9.7 节 中 提出 的 思想 ， 以 了 解 如 何 重用 遗留 代码 ， 即 使 读者 对 切 比 雪夫 转换 不 
感 兴趣 。 
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基本 上 ， 我们 打算 在 这 里 描述 的 所 有 特征 都 可 以 在 一 个 例子 中 找到 ， 即 伯 格 斯 方程 
(Burgers’ equation). (Ri PRAY u(t, x) EXE OSISTA ax 三 b»， 并 满足 : 

u, =-uu, + uu, (9-1) 

Kp u>OkHMSR. RE, RAER EAA HRS, Bu, =du/ax. uy = 0u? 

等 。 式 (9-1 ) 右 侧 的 第 一 项 表示 自 对 流 ， 而 第 二 项 表示 扩散 。 在 许多 物理 过 程 中 ， 这 两 种 


效应 占 主导 地 位 ， 它 们 将 由 伯 格 斯 方程 的 一 些 变 体 控制 。 为 了 固定 一 个 特定 的 解 ， 我 们 需要 
施加 一 个 初始 条 件 : 


u(0,x)= f(x), a<x<b (9-2 ) 
以 及 一 个 或 者 多 个 边界 条 件 ， 例 如 : 
u(t,a)= g(t), u(t,b)=g,(t) O<t<T (9-3 ) 
问题 (9-1 ) ~ (9-3) 被 称 为 初 边 值 问题 (IBVP)。 如 果 同 时 设置 a=- Al b=, BY 
有 空间 边界 ， 那么 我 们 会 得 到 一 个 初 值 问题 (IVP). 
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92 Beit 
我 们 可 以 重 构 一 个 演化 方程 (如 式 (9-1)) 如 下 : 
u,(t, x)= S[u] ( 9-4 ) 
其 中 Sju] 是 u(t, x) WIZ, PEK u 的 1 导数 。 在 这 里 ， 我们 可 以 明确 地 把 它 写成 : 
S{u]=F(u(t, x), u,(t, x), u (t, X)) = -u ü, +H (9-5 ) 


要 点 是 ， 对 于 任何 给 定 的 +:， 如 果 知 道 相 同 1 和 所 有 x 的 u(t, x) 的 值 ， 那 么 我 们 可 以 计 
算式 (9-4 ) 的 右 侧 值 。 

我 们 选择 式 (9-4) 作为 常 微分 方程 的 无 限 集 合 ， 每 个 x 值 对 应 一 个 常 微分 方程 ， 其 
中 上 作为 和 目 变量 ， 初 始 数 据 由 式 (9-2) 提供 。 进一步 地 ， 我 们 用 一 个 有 代表 性 的 有 限 集 来 
代 蔡 x 的 无 穷 集 合 (a 志 xb)， 并 且 用 一 些 离 散 近 似 来 代替 空间 导数 。 这 就 是 所 谓 的 直线 法 
(Method of Line，MoL)。 这 意味 着 我 们 可 以 利用 在 研究 常 微分 方程 的 初 值 问题 时 已 经 获得 
的 经 验 和 技术 。 


9.3 有限 差分 空间 导数 


假设 我 们 选择 用 有 限 组 等 距 值 a=xo<x1<…<xw=b 来 表示 区 间 ae 和 xz 和 bp， 其 中 间隔 dx= 
(b-a)/N. 
假设 u(t, x) Æ x ADU A He, MWA: 


a) + O(dx’) (9-6 ) 


u, (f, x, ) = MO aed A 


UR: 
u(t, x,,,)—2u(t, x, )+u(t, x,_,) 
ree anne 
这 给 出 了 计算 公式 (9-4 ) 中 的 S[u] 的 最 简单 方法 ， 例 如 伯 格 斯 方程 。 注 意 ， 这 仅 对 位 于 
1SnSN-1 的 如 计算 S[u]， 即 不 包括 端点 x0 和 xw。 

现在 ,假设 我 们 尝试 通过 使 用 诸如 具有 时 间 步 长 di 的 欧 拉 方法 来 演化 u(t, x)。 我 们 可 以 
计算 内 部 点 的 u(t+dt, x,)， 但 不 能 计算 u(t+dt, a)(n=0) 或 者 u(t+dt, b)(n=N)。 这 正 是 边界 条 
件 (9-3) 的 作用 ， 以 提供 缺失 值 。 

当然 , dt 不 能 任意 选择 。 如 果 我 们 构造 了 式 〈9-1 ) 的 线性 化 版 本 ， 那 么 稳定 性 分 析 ( 例 
如 ， 参 见 8.2 节 ) 表明 为 了 确保 显 式 时 间 步 进 是 稳定 的 ， 我 们 需要 ， 

dt< Cdx? = O(N) (9-8 ) 

其 中 C 是 一 个 同 阶 常数 。 由 于 dx 将 选择 得 足够 小 以 满足 精度 要 求 ， 因 此 式 (9-8) 在 dt 
上 的 限制 使 得 显 式 时 间 步 进 在 这 种 情况 下 缺少 吸引 力 。 需 要 考虑 隐 式 时 间 步 进 , 但 如 果 存 在 
显著 的 非 线性 ， 则 也 不 具有 吸引 力 ， 因 为 我 们 必须 求解 一 系列 非 线性 方程 。 


U(t, X,) = + O(dx’) (9-7) 
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9.4 周期 问题 的 谱 技术 空间 导数 方法 


谱 方法 为 有 限 差 分 法 提供 了 一 个 有 用 的 替代 方法 。 为 了 说 明 这 些 思 想 ， 我 们 首先 考虑 空 
间 域 [a, b] 被 映射 到 [0, 20] 的 一 个 特殊 情况 ， 我 们 假设 u(t, x) Ex HRA 2r 周期 。 如 果 我 
们 用 a(t, k) IR u(t, x) HX F x AREE, MARR, d'ud” 的 傅 里 叶 变 换 是 
(ik)"i(t,k) ， 因 此 通过 傅 里 叶 逆 变换 ， 我 们 可 以 恢复 u(t, x) 的 空间 导数 。 因 此 ， 对 于 伯 格 斯 
方程 (9-1 )， 我 们 需要 一 个 傅 里 叶 变 换 和 两 个 傅 里 叶 逆 变 换 来 恢复 右 侧 的 两 个 导数 。 我 们 需 
要 把 它 变 成 一 个 光谱 算法 。 

假设 我 们 在 区 间 [0, 27) 的 n 个 等 距 点 上 用 函数 值 表示 每 个 t+ 的 u(t, x)。 我 们 可 以 构造 高 
Hit E et FE 4% ( Discrete Fourier Transform，DFT)， 其 广义 上 是 u(t, x) 的 傅 里 叶 级 数 展开 的 
前 入 项 。 我 们 为 每 个 项 乘 以 适当 的 乘 数 ， 然 后 计算 逆 DFT。 精 确 的 细节 可 以 参考 文献 ， 例 
如 Boyd (2001 ), Fornberg ( 1995 )、Hesthaven 等 ( 2007 )、Press 等 (2007 ) 或 者 Trefethen 
(2000 ) 。 不 幸 的 是 ， 不 同 的 作者 采用 不 同 的 约定 ， 并 且 在 它们 之 间 进 行 翻译 非常 复杂 且 容 
易 出 错 。 乍 一 看 ， 这 种 方法 似乎 只 具有 学 术 意 义 。 因 为 每 个 DFT 都 是 线性 运算 ， 所 以 它 可 
以 被 实现 为 需要 O(N") 次 运算 的 矩阵 乘法 ， 故 而 对 式 (9-1) 右边 的 求 值 需 要 O(N") 次 运算 ， 
而 有 限 差分 法 只 需要 O(N) 次 运算 。 

_ 如果 我 们 知道 或 者 猜测 u(t, x) 是 平滑 的 ， 即 存在 任意 多 个 x 导数 并 且 有 界 ， 那么 对 于 任 
EAM k, DFT 中 的 截断 误差 是 (N )。 实 际 上 ， 对 于 N~20, 我 们 的 算法 可 能 返回 O03) 
阶 的 误差 。 用 有 限 差分 方法 ， 我 们 需要 N 一 10" 来 达到 同样 的 精度 。 如 果 和 N 只 有 小 的 素数 因 
子 ， 例 如 N=2”, 那么 DFT 及 其 逆 可 以 采用 快速 傅 里 叶 变 换 ( Fast Fourier Transform, FFT) 
技术 来 计算 ， 这 需要 O(N log N) 而 不 是 O(N’) 次 的 运算 。 当 然 ， 这 里 关键 是 要 求 wz x) 既是 
周期 性 的 也 是 平滑 的 。 如 果 u(t, 0)Au(t, 2f)， 则 周期 延 拓 将 是 不 连续 的 ， 并 且 吉 布 斯 现象 将 
破坏 所 有 这 些 估计 的 精确 性 。 

现在 的 问题 是 使 用 矩阵 乘法 还 是 FFT 方法 来 实现 DFT。 如 果 N30， 则 和 矩阵 乘法 通常 
更 快 。 构 造 NumPy 实现 所 需 的 所 有 技术 都 已 经 概述 过 了 ， 请 感 兴趣 的 读者 自己 构造 一 个 2 。 
对 于 较 大 的 入 值 ， 有 效 的 实现 则 需要 采用 FFT 方法， 并 且 由 于 这 涉及 重要 的 新 思想 ， 因 此 
本 章 后 面 的 大 部 分 内 容 都 用 于 阐述 它 。 MF DFT 操作 的 大 多 数 标 准 FFT 例 程 可 以 在 
scipy.fftpack 模 块 中 获得 ， 特 别 是 ， 存 在 一 个 非常 有 用 的 函数 aifftu， order=1, 
peziod=2x*pi)。 如 果 立 是 一 个 NumPy 数组 ， 表 示 在 [0, 22) 上 均匀 间隔 的 u(x) 值 ， 则 函数 
返回 一 个 与 形状 相同 的 数组 ， 该 数组 包含 相同 x 值 的 一 阶 导 数 的 值 。 高 阶 导 数 和 其 他 周期 
性 由 所 示 的 参数 来 处 理 。 

我 们 考虑 一 个 具体 的 例子 。 设 Ax)=exp(sin x), xE[0, 2m), 计算 [0, 2x) 上 的 djdx。 下 面 
的 代码 片段 实现 了 有 限 差分 和 谱 方 法 的 比较 。 






© Boyd (2001) 是 众多 参考 文献 之 一 ， 包 含 具体 算法 。 
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K 9-1 显示 了 代码 片段 的 输出 结果 。 点 数 每 增加 一 倍 ( 即 error=O(N™))， 有 限 差分 误差 
的 无 限 范 数 ( 即 最 大 绝对 值 ) 便 减少 大 约 4 售 ， 这 与 式 (9-6) 中 的 误差 估计 一 致 。 光 谱 误 差 
随 每 个 加 倍 而 呈 平 方 地 增 大 ， 直 到 非常 “大 ”， 即 N 宇 30。 这 种 快速 的 误差 减 小 通常 被 称 
为 指数 收敛 。 然 后 ， 两 个 效果 降低 精度 。 针 对 产生 任意 精度 的 软件 ， 对 于 N=64, 我 们 可 能 
期 望 误差 为 0(1030)。 但 在 正常 使 用 中 ， 大 多 数 程序 设计 语言 处 理 浮 点 数 的 精度 大 约 是 10"， 
所 以 我 们 不 能 希望 看 到 微小 的 误差 。 此 外 ， 等 效 “ 微 分 矩阵 ”的 特征 值 变 大 ， 通常 对 于 p 阶 
微分 来 说 其 为 O(N”)， 这 放大 了 舍 人 误差 的 影响 ， 正 如 这 里 对 于 NS 60 的 结果 所 示 。 

表 9-1 在 [0, 2r) 上 估计 exp(sin x) 的 空间 导数 作为 六 的 函数 的 最 大 误差 ， 使 用 的 函数 值 


的 数目 。 点 的 数目 加 们 将 使 光谱 误差 大 致 变化 为 平方 ， 但 使 有 限 差分 (FD) 误差 仅 
减少 4 倍 。 对 于 非常 小 的 光谱 误差 ( 即 非常 大 的 N)， 考 虑 到 文本 中 解释 的 人 为 原 


因 ， 这 个 规则 会 失败 


i 


9.5 空间 周期 问题 的 IVP 


应 当 注 意 的 是 ， 对 于 空间 周期 问题 ， 如 有 果 u(t, x) 是 针对 固定 上 和 xzE[0, 20] 指定 的 ， 那 
么 使 用 前 面部 分 的 技术 ， 我 们 可 以 在 相同 的 区 间 上 计算 u 的 x 导 数 ， 而 不 需要 诸如 式 (9-3 ) 
的 边界 条 件 ， 因 为 u(t, 2n)=u(t, 0)。 这 在 上 述 代码 片段 的 第 8 行 和 第 9 行 中 使 用 。 因 此 ， 在 
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考虑 空间 周期 性 问题 时 ， 仅 初 值 问题 是 相关 的 。 

当 使 用 显 式 方案 的 直线 法 时 ， 我 们 需要 仔细 考虑 选择 将 要 使 用 的 时 间 间 隔 dt。 简 单 起 
见 ， 假 设 我 们 正在 考虑 一 个 线性 问题 ， 则 式 (9-5) 中 的 5S[u] 将 是 一 个 线性 泛 函 ， 我 们 可 以 
用 NxXN 的 矩阵 4 来 表示 。 我 们 可 以 按 其 绝对 值 的 大 小 来 排序 (具有 一 般 复 杂 度 的 ) 特征 
值 ， 令 4 为 最 大 幅度 。 根 据 8.2 节 的 讨论 我 们 知道 ， 时 间 积 分 显 式 方案 的 稳定 性 要 求 AdtS 
OQ) WE, WE S[u] 中 出 现 的 空间 导数 的 最 高 阶 是 p， 那 么 对 于 有 限 差分 ， 计 算 结果 表明 
A=O(N?")。 一 个 常见 的 情况 是 热传导 的 抛物 线 方程 ， 其 中 p=2。 由 于 入 1 保证 了 空间 精度 ， 
因此 稳定 性 要 求 为 d=O(N“)。 这 可 能 太 小 以 至 于 无 法 接受 ， 因 此 经 常 使 用 隐 式 时 间 积 分 方 
案 。 如 果 使 用 谱 方 法 计算 空间 周期 导数 ， 则 会 得 到 类 似 的 稳定 性 估计 。( 当 在 本 章 后 面 考虑 
非 周 期 间 题 时 ， 我们 可 以 证 明 4=O(N”)， 导 致 d=O(NY)， 告 一 看 ， 这 可 能 排除 显 式 的 时 间 
积分 方案 。) 然而 ,我们 在 前 一 节 中 看 到 ， 给 定 空 间 精度 所 需 的 和 N 值 比 有 限 差 分 所 需 的 要 小 
得 多 。 此 外 ， 由 于 使 用 更 小 的 入 值 也 可 以 实现 惊人 的 准确 性 ， 因 此 无 论 如 何 都 需要 小 df 值 
以 实现 可 以 比较 的 时 间 精 度 。 

一 旦 我 们 确定 了 dt 的 适当 大 小 ， 我 们 就 需要 为 时 间 积 分 过 程 选择 一 种 (最 好 是 显 式 的 ) 
方案 。 上 文 引用 的 文献 中 有 很 多 建议 , 但 考虑 到 多 种 原因 ，Python 用 户 不 需要 做 出 选择 ， 而 
是 可 以 依赖 8.3 节 的 odeint 函数 ， 正 如 我 们 通过 一 个 非常 简单 的 示例 所 展示 的 。 由 于 很 难 
构造 一 个 在 空间 上 具有 周期 性 的 非 线性 初 值 问 题 ， 因 此 我 们 考虑 线性 对 流 : 

| u,=—2nu,, u(0, x) =exp(sin x) (9-9 ) 

其 精确 解 是 u(t, x)=exp(sin(x-27xt))。 下 面 的 代码 片段 执行 时 间 积 分 ， 并 执行 两 个 常见 任 

务 : 显示 解 和 计算 最 终 误差 。 简 洁 起 见 ， 省 略 了 大 多 数 的 修饰 内 容 、 注 释 内 容 等 。 
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BA 28 行 中 的 转 置 参数 ， 参 见 4.2.2 节 。) 第 35 一 37 行 构造 了 一 个 最 小 误差 校 验 。 这 个 代码 
片段 的 图 形 输出 如 图 9-1 所 示 。 结 果 图 形 说 明了 伪 谱 方法 的 优点 : 即使 较 粗 糙 的 网 格 间 距 也 
能 够 产生 平滑 的 结果 ， 这 里 的 最 终 误差 约 为 10%。 使 用 纯 有 限 差分 技术 产生 相同 的 结果 ， 则 
需要 更 精细 的 网 格 以 及 更 多 的 相关 开销 。 





rf 


50 NF 
图 9-1 x€[0, 2n] 和 te[0, 64m] 的 周期 线性 对 流 问 题 (9-9 ) 的 数值 解 wk x) 


9.6 非 周 期 问题 的 谱 技术 


大 多 数 有 趣 的 初 边 值 问题 都 不 具备 空间 周期 性 ， 因 此 不 能 应 用 上 述 传 里 叶 级 数 相 关 的 谱 
技术 。 另 一 种 方法 是 使 用 多 项 式 通 近 函 数 。 

简单 起 见 ， 让 我 们 把 区 间 a<x<b RGB -1 丢 x 乏 1， 例 如 通过 线性 变换 。 接 下 来 我 们 
选择 一 组 N+1 个 离散 点 ， 即 -1=xzo< 为 二 …<xzw=1。 现 在 我 们 尝试 求 得 函数 u(x) 的 一 个 有 用 
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的 多 项 式 近 似 。 很 容易 看 出 ， 存 在 一 个 唯一 的 入 阶 多 项 式 pw(x)， 它 插值 x， 即 对 于 [0, N] 中 
的 所 有 n，pw(xn)=u(x,)。 实 际 上 ， 存 在 一 对 NumPy 函数 polyfit Al polyla (参见 4.7 节 ) 
来 执行 这 些 计算 。 假 设 一 致 收 剑 ， 那 么 我 们 可 以 对 插值 多 项 式 进 行 微分 ， 以 便 在 网 格 点 处 给 
出 w'(x) 的 估计 。 

令 人 惊讶 的 是 ， 对 于 均匀 间隔 的 网 格 点 ， 假 定 的 收敛 不 会 发 生 。 这 被 称 为 Runge 效应 ， 
由 下 面 的 代码 片段 举例 说 明 ， 它 检查 xE[0, 1] 的 完美 光滑 函数 u(x)=1/(1+25x”)， 其 值 域 在 
1/26 和 1 之 间 。 












在 第 .8 行 ， 数 组 z 被 插值 多 项 式 的 系数 填充 ， 而 在 第 9 行 创建 的 p 则 是 返回 插值 多 项 
式 本 身 的 函数 。p (x) 在 网 格 点 与 u(x) 一 致 。 然 而 ， 如 果 我 们 在 第 10 行 创 建 更 精细 的 网 格 
并 在 其 上 计算 p(x) ， 那 么 求 得 的 值 在 -58 和 +4 之 间 。 这 个 多 项 式 对 于 函数 的 近似 来 说 是 
无 用 的 ! 增加 N 的 值 没有 帮助 9。 

音 运 的 是 ， 如 果 我 们 把 注意 力 转 回 某 些 间距 不 均匀 的 网 格 ， 那 么 情况 就 会 明显 改善 。 假 
设 我 们 首先 在 [0, x] 上 构造 一 个 均匀 的 8 网 格 ， 并 使 用 变换 x=-cos 在 [-1, 1] 上 构造 非 均 匀 
切 比 雪夫 网 格 节点 (Chebyshev grid node). 





4 ==, x, =-cos@,, ke[0,N] (9-10 ) 
设 Qi(x) 是 x 的 入 阶 多 项 式 ， ELH: 
— k ` 2 
i.) = Ade SIN (9-11) 


Ne, (cos@, —cos@) 
其 中 ,对 于 产 1, 2 …,N-1， 有 cel, 而 co=cw=2。 则 当 OS), KAN, RADI: 
Q, (x;,)= ôx (9-12 ) 
BE Ao) 为 [-1, 1] 上 的 绝对 连续 函数 ， 并 设 afr). Ae, FED be BSC LAE ftx) 
AN 阶 多 项 式 是 : 


AOZER HP =T) (9-13) 
k=0 


”对 于 连续 但 不 可 微 的 函数 ， 情 况 更 糟 ， 例 如 ， 如 果 uw, WARRE x=0. +1 处 收敛 ， 而 在 其 他 点 
都 不 收敛 ! 
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然后 可 以 证 明 ， 对 于 [-1, 1) 上 的 每 个 绝对 连续 函数 ftx)， 插 值 多 项 式 序 列 fMx) 随 着 和 N 
的 增加 一 致 收敛 到 fx)。( 注 意 ， 我 们 并 不 要 求 有 -1)=f1))， 这 些 正 是 我 们 要 使 用 的 。 

接 下 来 ,我 们 需要 考虑 如 何在 .ftx) 与 hi} 集合 之 间 转 换 。 最 有 效 的 方法 是 使 用 特定 正 交 
多 项 式 的 选择 。 这 个 选择 取决 于 所 选择 的 范 数 ,但 如 果 我 们 使 用 最 大 (C°) 范 数 ， 那 么 最 佳 
选择 是 切 比 雪夫 多 项 式 {7,(x)} 的 集合 : 

T (x) =cos(n@) = cos(n arccos(—x)) (9-14) 

请 参见 公式 (9-10) (具体 参见 文献 Boyd (2001 ) 和 Fornberg ( 1995 ) ) 。 之 所 以 做 出 这 
种 选择 还 有 另 一 个 令 人 信服 的 理由 。 一 般 来 说 ， 求 导数 所 需 的 运算 次 数 将 是 O(N”)。 然 而 ， 
很 容易 看 出 To(xo)=cos(mzr/N)。 因 此 ， 如 果 使 用 在 切 比 雪夫 节点 上 求 得 的 切 比 雪夫 多 项 式 ， 
则 从 物理 空间 到 切 比 雪夫 空间 的 变换 、 从 切 比 雪夫 空间 到 物理 空间 的 变换 ， 以 及 切 比 雪夫 空 
间 中 的 微分 过 程 都 可 以 用 离散 快速 传 里 叶 余弦 变换 来 处 理 ， 其 运算 次 数 为 O(NlogN)。 同 样 
重要 的 是 ,我们 可 以 期 望 平滑 蚂 数 的 指数 收 化 性 。 

除了 对 我 们 在 本 节 中 使 用 的 理论 思想 非常 有 用 的 参考 之 外 ， 文 献 Fornberg (1995 ) 在 其 
附录 A 中 包含 了 Fortran77 中 用 来 实际 实现 这 些 思想 的 详细 代码 。 本 书 的 原则 是 尽量 避免 用 
编译 语言 编程 。 那 么 我 们 该 如 何 着 手 呢 ? 可 以 采用 的 两 种 策略 是 : 

。 我 们 可 以 尝试 弄 清楚 这 些 Fortran 子 例 程 和 涵 数 的 原理 ,然后 尝试 在 Python 中 实现 它 

们 。 不 幸 的 是 ，SciPy 只 提供 了 基本 的 FFT 函数， 并 且 使 用 了 不 同 的 约定 ; 
© 我 们 可 以 尝试 使 用 原始 的 Fortran77 代码 来 实现 它们 ， 但 是 使 用 封装 需 封 装 这 些 函 数 ， 
使 它们 看 起 来 以 及 表现 得 都 像 Python 函数 。 

这 里 我 们 将 采用 第 二 种 方法 。 除 了 解决 当前 的 问题 ， 我 们 还 将 讨论 一 般 情 况 下 如 何 重 用 
遗留 的 Fortran 代码 。( 此 过 程 已 经 用 于 生成 许多 SciPy 函数 。) 接 下 来 的 两 个 小 节 将 讨论 如 何 
包装 已 经 存在 的 Fortran 代码 ， 后 文 也 会 继续 讨论 谱 方法 。 


9.7 f£2py 概述 


f2py 工具 最 初 起 源 于 SciPy, 但 随 着 它 的 成 熟 ， 它 被 应 用 于 NumPy。 读 者 可 以 通过 输 
人 命令 行 f2py --verbose 来 检查 它 是 否 已 安装 ， 并 获得 其 选项 的 摘要 信息 。f2py 是 做 
什么 的 ? 最初， 它 被 设计 用 于 编译 Fortran77 子 例 程 ， 并 将 结果 置 于 一 个 封装 器 ， 以 便 它 可 
以 作为 一 个 Python 函数 来 调用 。 后 来 扩展 到 C 函数 ， 并 且 最 近 又 扩展 到 Fortran90 9 中 可 使 
用 Fortran77 编码 的 部 分 。 本 书 的 原则 是 尽 可 能 地 使 用 Python， 那么 为 什么 要 关注 f2py 

呢 ? 有 两 个 主要 的 应 用 程序 可 能 对 预期 的 读者 (我 猜想 ， 他 们 并 不 知晓 Fortran) 有 用 。 
。 就 像 本 节 讨 论 的 那样 ， 可 能 我 们 希望 重用 存在 的 遗留 代码 (通常 以 Fortran77 子 例 程 

的 形式 存在 )， 即 使 我 们 对 Fortran 的 知识 并 不 是 太 熟 悉 ; 

© 在 开发 一 个 大 型 项 目 时 ， 建 议 将 耗 时 的 数值 处 理 操 作 转 移 到 简单 的 Python 函数 中 。 
第 10 章 给 出 了 如 何 组 织 Python 项 目 以 促进 这 种 方法 的 一 个 例子 。 如 果 Python 性 能 


日 ” 提 有 玉 Fortran90， 我 们 也 隐 式 地 包括 了 Fortran9s 的 许多 元 素 。 
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分 析 器 显示 这 些 函 数 太 慢 ， 那 么 我 们 可 以 将 操作 重新 编码 为 简单 的 Fortran 子 例 程 ， 
使 用 E2py 编译 和 封装 它们 ， 然 后 用 超 高 速 的 封装 函数 替换 慢 的 Python 函数 。 
遗憾 的 是 ， 面 向 初学 者 的 £2py 文档 是 零散 的 。 官 方 文档 9 也 有 些 过 时 。 互 联网 上 有 各 
种 各 样 的 第 三 方 文 档 ， 但 没有 一 个 是 完全 令 人 满意 的 。 然 而 ， 对 于 大 多 数 科 学 家 来 说 ， 上 面 
列举 的 任务 可 以 使 用 少量 的 概念 来 完成 ， 这 些 概念 将 通过 下 面 的 示例 加 以 说 明 。 


9.7.1 使 用 标量 参数 的 简单 示例 
我 们 从 一 个 非常 简单 的 任务 (Python 函数 已 经 存在 ) 开始 解释 f2py 过 程 。 给 定向 量 的 





Fortran90 中 的 注释 使 用 感叹 号 (! ) 。 我 们 需要 了 解 的 是 ， 所 有 的 输入 参数 和 输出 标识 
符 都 必须 作为 输入 参数 提供 给 子 例 程 ( subroutine)， 即 代码 片段 的 第 3 一 7 行 。 第 4 行 声 
明 三 个 参数 ， 其 类 型 是 real (8) (大 致 相当 于 Python 的 浮 点 数 )， 并 将 其 作为 输入 变量 。 第 
$ 行 声明 s 为 一 个 *eal， 但 更 重要 的 是 它 传递 了 一 个 可 以 从 调用 程序 访问 的 结果 。 

将 语法 正确 的 Fortran 程序 传递 给 £2py 十 分 重要 。 我 们 可 以 通过 尝试 使 用 如 下 的 命令 
行 来 编译 代码 ， 以 检查 语法 的 正确 性 。 








如 果 读 者 安装 的 编译 器 与 我 的 编译 器 不 同 ， 则 应 该 使 用 读者 自己 安装 的 编译 器 名 称 。 
(注意 ， 实 际 上 可 以 从 Python 内 部 运行 此 命令 行 和 后 续 命 令 行 : 仅 需要 使 用 感叹 号 开始 行 
(1 )， 如 2.4 节 所 述 。) 如 果 存 在 语法 错误 ， 则 输出 其 错误 信息 ， 然 后 编译 器 将 给 出 未 定义 的 
“符号 ”错误 信息 。 请 确保 语法 错误 被 消除 。 然 后 运行 命令 : 





或 者 如 果 只 














再 或 者 如 果 读 者 并 不 关心 代 


© 参见 http://cens.ioc.ee/projects/f2py2e/ . 
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结果 在 当前 目录 中 会 生成 一 个 名 为 normv3 .so 的 文件 5。 现在 启动 Python 解释 器 ， 并 
HEA import normv3， 然 后 键 人 normv3?。 读 者 会 发 现 模块 normv3 包含 一 个 函数 norm, 
所 以 请 尝试 normv3 .norm?， 这 个 函数 看 起 来 像 一 个 Python 函数 ， 它 接受 三 个 浮 点 数 并 产 
生 一 个 浮 点 数 结果 。 请 尝试 如 下 代码 ， 例 如 : 





结果 输出 : 7.071 067 811 87， 符 合 预 期 。 

考虑 到 在 Fortran77 中 编码 的 相同 问题 是 非常 有 启发 性 的 。 在 该 语言 中 ， 注 释 位 于 列 1 
并 以 C 开 头 ; 代码 主体 位 于 列 7 和 列 72 之 间 。 这 里 是 等 效 代 码 片 段 ， 我 们 假设 源 代码 保存 
在 文件 norm3 .E Fo 






接 下 来 ， 删 除 normv3 .so， 并 通过 下 面 的 命令 将 该 文件 传递 给 f2py ©; 


然后 ， 在 IPython 中 导入 normv3， 并 通过 normv3 .norm? 检查 新 文件 。 我 们 遇 到 了 一 个 
问题 ! 函数 normv3 .norm 需 要 4 个 输入 参数 。 稍 作 思 考 就 能 找到 问题 的 根源 ， 在 Fortran77 
中 没有 指定 “out” 变 量 的 方法 。 然 而 ，f2py 则 给 出 了 解决 方案 。 将 以 上 代码 修改 为 : 











normv3 . so 文件 并 创建 一 个 新 文件 。 得 到 的 normv3 .norm 函数 具有 预期 的 形式 ， 并 且 其 
行为 与 前 面 的 Fortran90 相同 。 
9.7.2 DESA 
下 一 个 复杂 度 是 当 一 些 参数 是 向 量 ( 即 一 维 数组 ) 时 的 情况 。 下 一 节 将 讨论 标量 输入 和 
SO 诸如 foo.,o 的 文件 是 目标 文件 ， 大 多 数 编译 器 都 会 生成 此 类 文件 。foo .so 是 一 个 共享 文件 ， 可 以 由 多 


种 语言 共享 。 
© 也 可 以 使 用 上 面 给 出 的 简化 命令 行 版 本 。 
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向 量 输出 的 人 情况， 因此 我 们 在 这 里 考虑 向 量 输入 和 标量 输出 。 继 续 我 们 的 范 数 示例 ， 将 其 扩 
展 到 N 维 向 量 U。 简 明 起 见 ， 我 们 在 这 里 只 讨论 Fortran77 版 本 ， 如 下 面 的 代码 片段 所 示 。 











暂时 忽略 第 7 一 10 行 。 与 Python 不 同 ，Fortran 数组 并 不 知道 它们 的 大 小 ， 因 此 必须 同 
时 提供 UU 和 作为 参数 ， 当 然 我 们 需要 s 作为 输出 参数 。 第 11 一 16 行 执行 计算 任务 。 第 14 
行 和 第 15 行 中 的 构造 是 do 循环 ， 在 Fortan 语言 中 等 价 于 for 循环 。 对 于 Python 用 户 来 
说 ， 子 例 程 参数 看 起 来 很 奇怪 ， 但 是 我 们 可 以 补救 这 个 问题 。 如 前 所 述 ， 第 7 行 、 第 8 行 和 
第 10 行 仅仅 声明 输入 变量 和 输出 变量 。 第 9 行 是 一 个 新 知识 点 ， 它 告诉 E2py，N 和 是 相 
关联 的 ,并且 的 值 可 以 根据 上 的 值 推 断 出 来 。 接 下 来 我 们 创建 一 个 新 的 模块 ， 例 如 : 





然后 ， 在 了 Python 中 导入 normn 并 检查 函数 normn .normn。 我 们 发 现 它 需 要 u 作为 输 
人 参数 ，n 是 可 选 





于 冒险 的 读者 测试 : normn.norm([3,4,5,6,7],6)。 


9.7.3 使 用 多 维 参数 的 简单 示例 
需要 指出 Python 和 Fortran 之 间 的 一 个 重要 区 别 。 假 设 a 是 一 个 2X3 的 数组 。 在 
Python 中 ， 其 元 素 将 以 “ 行 顺序 ”方式 线性 存储 ， 就 像 在 C 语言 家 族 中 一 样 : 
Uoo, djis doz» ags Gil1， aiz 
而 Fortran 语言 家 族 中 ， 则 按 “ 列 顺序 ”方式 存储 : 


Agos Aios 4912 i> ozs M2 
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对 于 向 量 ， 即 一 维 数组 ， 二 者 当然 没有 区 别 。 然 而 ， 在 更 一 般 的 情况 下 ， 可 能 需要 将 数 
组 从 一 种 数据 格式 复制 到 另 一 种 数据 格式 。 如 果 数 组 巨大 ， 则 潜在 地 非常 耗 时 。 
通常 不 需要 担心 数组 在 内 存 中 是 如 何 存 储 的 。 现 代 版 本 的 £2py 实用 程序 能 很 好 地 人 处理 
该 问题 ， 从 而 使 复制 的 次 数 最 小 化 ， 即 使 很 难 避 免 至 少 一 次 复制 操作 。 这 里 有 两 种 非常 简单 
。 如 果 Fortran 要 求 一 个 real*8 数组 ， 那 么 请 确保 Python 提供 一 个 浮 点 型 NumPy 数 
组 。( 在 上 面 的 例子 中 ， 我们 提供 了 一 个 整数 列表 ， 这 肯定 会 导致 复制 操作 ! ) 如 果 读 
者 正在 使 用 np.array 函数 ， 则 请 参阅 4.2 节 ， 实 际 上 可 以 通过 指定 参数 order='F' 
来 解决 该 问题 。 
e 虽然 按 Fortran 惯例 ， 一 般 在 单个 子 例 程 中 输入 、 修 改 和 输出 相同 的 大 数组 ， 但 这 和 党 
常会 导致 编程 错误 ， 甚 至 f2py 中 的 数组 复制 操作 。 推 荐 一 个 更 为 明确 的 Python 风 
格 ， 这 将 导致 一 次 复制 操作 。 
这 两 种 思想 可 通过 下 面 的 程序 片段 和 Python 会 话 加 以 说 明 。 









换 而 言 之 ,数组 R 是 A 的 副本 ， 其 中 第 一 列 通过 添加 B 而 增加 ， 第 一 行 通过 添加 c 而 
增加 。 假 设 使 用 f2py 将 这 个 程序 片段 编译 成 模块 modmat 。 然 后 考虑 下 面 的 IPython 会 话 : 









9.7.4 f2py 的 其 他 特征 
本 节 只 讨论 了 f2py 的 几 个 方面 , 但 这 几 个 方面 对 科技 工作 者 最 有 用 。 我 们 只 讨论 了 
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Fortran 代码 ， 但 大 多 数 特 性 也 适用 于 C 代码 。 我 们 没有 讨论 更 高 级 的 特性 ， 例 如 字符 串 和 
公共 块 ， 因 为 它们 不 太 可 能 在 所 设想 的 环境 中 使 用 。 我 们 也 没有 讨论 签名 文件 。 在 某 些 情 
况 下 ， 例 如 专 有 的 Fortran 库 ， 用 户 可 以 编译 遗留 文件 ， 但 不 会 用 Cf2py 行 来 修改 它们 。 我 
们 可 以 通过 两 阶段 过 程 来 获得 所 需 的 模块 。 首 先 ， 我 们 运行 f2py -h 来 生成 签名 文件 ， 例 
如 modmat .pyf。 这 是 用 Fortran90 风格 编写 的 ， 给 出 了 Fortran 子 例 程 的 默认 形状 ， 这 里 
是 mmat， 但 不 包括 Cf2py 行 。 然 后 我 们 编辑 签名 文件 来 创建 自己 想 要 的 函数 。 在 第 二 阶 
段 ，f2py 获取 签名 和 Fortran 文件 ， 并 创建 所 需 的 共享 对 象 文件 。 详 细 信 息 请 参见 £2py 帮 
助 文档 。 


9.8 f2py 真实 案例 


上 述 章 节 中 给 出 的 例子 当然 过 于 简单 。( 作 者 必须 在 教授 读者 简单 且 容 易 理 解 的 知识 和 
教授 读者 复杂 且 令 人 困惑 的 知识 之 间 取 得 平衡 。) 在 本 节 中 ， 我 们 将 研究 一 个 更 现实 的 任务 ， 
即将 遗留 的 Fortran 代码 转换 为 一 组 有 用 的 Python 函数 ， 假 设 读者 只 有 很 少 的 Fortran 知识 。 
显然 ， 本 书 只 能 包括 其 中 的 一 个 任务 代码 ， 所 以 不 大 可 能 覆盖 读者 最 喜欢 的 应 用 。 然 而 ， 仔 
细 地 遵循 该 过 程 是 非常 有 意义 的 ， 可 以 帮助 读者 了 解 如 何 将 相同 的 过 程 应 用 于 其 他 应 用 程 
序 。 我 们 的 例子 是 实现 9.6 节 中 留 下 的 任务 ， 即 实现 文献 Fornberg (1995) 中 描述 的 切 比 雪 
夫 转换 工具 ， 文 献 中 包含 了 传统 的 Fortran 代码 。 

首先 ， 我 们 将 附录 B 代码 中 的 第 一 个 子 例 程 输入 或 者 复制 到 一 个 文件 (例如 cheb. £) 
中 。 事 实 上 ， 参 考 文献 Fornberg (1995) 中 没有 包含 完整 的 代码 ， 代 码 第 8 一 10 行 是 在 文献 
第 187 页 的 EF.3 节 的 开头 部 分 给 出 的 一 个 片段 ， 前 面 的 第 1 一 4 行 代码 以 及 后 面 的 第 11 一 12 
行 代码 则 是 使 用 文献 中 该 页 之 前 给 出 的 代码 示例 拼凑 处 理 的 。 正 如 注释 第 2 行 所 表明 的 ，N 
是 输入 参数 ，X 是 输出 参数 ， 并 且 指 向 维度 N+1 的 向 量 。 我 们 需要 为 f2py 提供 第 5~7 行 
的 注释 行 。 

接 下 来 ， 我 们 介绍 第 二 个 代码 片段 ， 基 本 的 快速 离散 傅 里 叶 变 换 SUBROUTINE FFT, 
它 运 行 (在 增强 之 前 ) 到 63 行 ， 代 码 不 容易 理解 。 注 释 行 第 10~12 行 揭示 了 一 个 第 见 的 
Fortran 编程 习惯 。 数 组 A 和 数组 B 是 输入 变量 ， 它 们 将 在 原 位 置 处 被 直接 修改 ， 然 后 成 为 
输出 变量 。 幸 运 的 是 ，f2py 具备 了 处 理 这 种 问题 的 能 力 ， 第 21 行 处 理 了 这 个 问题 。 正 如 第 
14 一 17 行 所 示 的 ， 整 数 参数 IS 和 ID 是 输入 变量 ， 所 以 第 22 行 提醒 f2py 注意 这 一 点 。 第 
16 行 告诉 我 们 是 数组 A 和 数组 B 的 实际 大 小 。 与 前 述 章节 一 样 ， 我们 可 以 用 一 条 命令 来 
处 理 这 个 问题 。 








r La 


它 将 n 作为 对 应 Python 函数 的 可 选 参数 。 然 而 ， 我 们 并 不 想 使 用 nm 的 这 个 可 选 值 。 取 
而 代 之 ， 第 23 行 指出 不 会 出 现在 最 终 参 数列 表 中 ， 而 是 从 输入 数组 a 的 维度 来 推断 2 。 
第 三 个 代码 片段 是 快速 离散 健 里 叶 余弦 变换 ， 其 处 理 方式 相同 。 


日 注意 intent (hide) 不 是 合法 的 Fortran 90 语句 。 
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最 后 ， 我 们 需要 添加 文献 Fornberg (1995) 的 第 188 一 189 页 的 三 个 子 例 程 ， 它 们 不 包 
含有 用 的 注释 行 ， 但 是 第 188 页 的 注释 解释 了 子 例 程 参 数 的 性 质 。 增 强 的 注释 行 没 有 新 的 知 
识 点 。 

如 果 所 有 的 Fortran77 代码 都 被 输入 或 者 复制 到 一 个 文件 (例如 cheb.f) H, WARN 
可 以 使 用 f2py 来 创建 一 个 模块 (例如 cheb)。( 在 这 里 包含 代码 优化 标志 非常 有 意义 。) BE 
下 来 ， 我 们 应 该 使 用 IPython 的 自省 功能 来 检查 函数 签名 是 否 符合 我 们 的 预期 。 

验证 生成 的 Python 函数 当然 是 非常 重要 的 。 下 面 的 代码 片段 使 用 所 有 例 程 ( 仅 间接 使 
用 fft 和 fct)， 并 有 选择 地 检查 所 有 例 程 是 否 正常 。 





当 N=8 时 ,误差 为 0(10”) ; 当 N=16 时 ,误差 减少 为 O00’); 当 N=32 时 ， 误 差 减 少 
47 O(10""*), 

这 完成 了 我 们 在 切 比 雪夫 空间 中 进行 空间 微分 的 一 组 函数 的 构造 。 同 样 的 原理 可 以 用 
来 在 其 他 方向 扩展 Python。 我 们 可 以 以 完全 相同 的 方式 来 封装 Fortran90 或 者 Fortran95 代 
码 ， 只 要 我 们 记 住 注释 以 感叹 号 (1) 开始 ， 而 不 是 CcC (不 一 定 在 行 的 开头 )。 编 写 良 好 的 
Fortran90 代码 将 包括 诸如 intent (in) 之 类 的 规范 ， 但 如 果 两 者 都 彼此 一 致 ， 则 包括 £2py 
版 本 不 会 有 任何 问题 。 


9.9 实用 示例 : 伯 格 斯 方程 
接 下 来 我 们 讨论 伪 谱 方法 的 一 个 具体 例子 ， 伯 格 斯 方程 (9-1 ) 的 初 边 值 问题 。 


u,=—uu, + MU, (9-15 ) 
AP uw IER BSR. AE, u(t, x) 的 时 间 演 化 受 两 个 效应 的 控制 ， 式 (9-15 ) 右 侧 的 第 一 
项 表示 非 线性 对 流 ， 第 二 项 表示 线性 扩散 。 许 多 精确 解 是 已 知 的 ， 我 们 将 使 用 kink 解 。 


u(t, x) =e|1+ anh- (er) (9-16) 
2u | 
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其 中 cc 是正 常数 ， 用 于 测试 我 们 的 数值 方法 。( 对 于 固定 的 上 和 大 的 负数 x， 有 us2c ; 如 
果 x 是 大 的 正 数 ， 则 w 守 0。 在 两 个 均匀 状态 之 间 有 一 个 时 间 依 赖 的 过 渡 ， 因 此 称 为 kink 
(42.2% ).) 

我 们 将 所 讨论 的 时 间 间 隔 限 制 为 -2<7<2, WR-1S<x<1, REEE H-2 处 施加 初 
始 数据 ， 因 此 我 们 设 定 : 


u=(-2, x)= f(x) -oienh (+20) (9-17) 


与 式 ( 9-16 ) 一 致 。 


9.9.1 边界 条 件 : 传统 方法 


注意 ， 通 过 有 限 差分 法 ( 式 (9-6) 一 式 (9-7 ) ) 估计 空间 导数 的 传统 方法 无 法 在 空间 间 

隔 的 终点 求 值 。 我 们 需要 更 多 的 信息 来 提供 这 些 值 。( 早 先 的 周期 性 假设 绕 过 了 这 个 问题 。) 

从 数学 上 讲 ， 因 为 这 个 方程 包含 两 个 空间 导数 ， 所 以 我 们 需要 在 x1, -2<1<2 处 施加 两 

个 边界 条 件 ， 以 使 初 边 值 问题 的 解 是 唯一 的 。 在 这 里 ， 我 们 遵循 Hesthaven 等 (2007) 的 示 
例 ， 作 为 例证 要 求 当 -2<1<2 it, WE: 

Blt, u]=u (t, -1)- pu, (,-N-g,)=0, Bltul=pu,(t,)-g,()=0 (9-18) 

这 里 g(t) 和 gz(?) 是 任意 函数 。( 明 确 起 见 ， 我 们 稍 后 将 选择 它们 ， 使 得 精确 解 (9-16 ) 

精确 地 满足 条 件 (9-18 )。) 在 标准 教科 书 中， 执行 有 限 差 分 法 来 处 理 诸如 式 ( 9-18 ) 的 边界 

条 件 。 根 据 稳 定性 和 收敛 性 要 求 ， 边 界 网 格 点 处 u(t, x) 的 离散 变化 可 以 很 容易 地 适用 于 有 限 

差分 模式 。 然 而 ， 在 伪 谱 方案 中 需要 更 加 小 心 以 避免 因 感知 到 不 连续 性 而 发 生 的 吉 布 斯 现象 。 


9.9.2 边界 条 件 : 惩罚 方法 


伪 谱 方法 在 网 格 的 每 个 点 处 预测 空间 导数 。 那 么 我 们 如 何 修改 该 方法 以 考虑 诸如 式 (9-18 ) 
的 边界 条 件 ? 所 谓 的 “惩罚 方法 ”提供 了 一 种 非常 通用 、 非 常 成 功 的 方法 来 实现 这 样 的 边界 
条 件 。 乍 一 看 ， 这 似乎 有 些 荒 雇 。 我 们 不 是 在 边界 条 件 ( 9-18 ) 和 初始 条 件 〈9-17 ) 下 求解 
式 (9-15 )， 而 是 仅 限于 初始 条 件 (9-17) 求解 : 
u, = -uu + Hu —7,8,(x) Blt, u]—7,S, (x) 8t, u] (9-19 ) 
RE 1 EMBL, Six) 是 x 的 适当 函数 。 看 来 我 们 既 不 求解 伯 格 斯 方程 ， 也 不 求解 边界 条 
件 ， 而 是 二 者 的 结合 。 其 基本 思想 是 ， 如 果 选 择 的 足够 大 ， 则 u(t, x) 与 边界 条 件 〈9-19 ) 
的 解 的 任何 偏差 都 将 迅速 呈 指 数 级 地 减少 到 零 。 事 实 上 ， 式 (9-19) 的 5 一 % 极 限 是 边界 条 
件 (9-18 )。 满 足 边界 条 件 的 式 (9-19 ) 的 解 也 满足 演化 方程 (9-15 )。 这 个 想法 并 不 新 鲜 ， 
也 不 局 限于 边界 条 件 。 例 如 ， 它 出 现在 数值 广义 相对 论 中 ， 其 中 随时 间 演 化 的 方程 受到 作为 
“约束 阻尼 ”的 椭圆 (常数 时 间 ) 约束 。 
这 里 所 提倡 的 伪 谱 方法 中 ， 应 用 于 边界 条 件 的 惩罚 方法 具有 令 人 惊讶 的 简单 形式 。 如 文 
献 Funaro 和 Gottlieb (1988) 首先 指出 的 ， 随 后 文献 Hesthaven (2000) 也 指出 ， 在 式 (9-19) 
中 选择 Si(x) 作为 由 式 (9-11) 定义 的 Qo(x) 非常 有 益 ， 同 样 使 用 On(x) RE 52(x) 也 是 明智 
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之 举 。 回 顾 方程 (9-12), 我 们 看 到 ， 就 网 格 近 似 而 言 ， 我 们 在 最 左 (最 右 ) 网 格 点 处 施加 左 
(A) 边界 条 件 ， 而 内 部 网 格 点 “看 不 到 ”边界 条 件 。 对 线性 问题 的 详细 计算 表明 ， 如 果 参 
数 翅 较 大 ， 则 该 方法 是 稳定 而 精确 的 (O(N”))。 

考虑 到 更 复杂 的 方程 以 及 施加 边界 条 件 的 需要 ,下面 给 出 的 用 于 求解 伯 格 斯 方程 kink 
( 扭 结 ) 解 的 代码 片段 并 不 比 用 于 求解 9.5 节 中 具有 FLAY Or IN EEE oe EE 
意 ， 代 码 片段 计算 数值 解 ， 以 图 形 方式 显示 并 估计 误差 。 
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定 值 ， 第 45 行 
在 内 部 点 设置 式 (9-19) 的 右 侧 ,第 46 行 和 第 47 行 在 结束 点 添加 惩罚 项 。 其 余 代 码 应 该 是 
早期 代码 片段 的 变 体 。 这 个 代码 片段 生成 的 图 形 如 图 9-2 所 示 。 表 9-2 显示 了 代码 片段 为 不 
同 的 入 选项 计算 的 最 大 绝对 误差 。 请 注意 ， 将 网 格 点 的 数量 加 售 会 使 误差 平方 化 ， 但 是 在 
从 N=64 到 N=256 的 转换 中 ， 前 面 在 9.4 节 讨 论 的 数值 精度 误差 和 由 odeint 演化 函数 产生 
的 误差 都 开始 侵入 ， 从 而 破坏 图 像 。 通 过 改变 精度 参数 可 以 减 小 演化 误差 ， 但 其 他 误差 是 该 
方法 固有 的 。 


表 9-2 ”最 大 绝对 误差 是 切 比 雪夫 网 格 大 小 的 函数 。 这 里 感 兴趣 的 是 相对 大 小 
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到 此 为 止 ， 我 们 完成 了 与 求解 抛物 型 问题 的 线 方法 或 者 已 知 解 是 平滑 的 双 曲 型 谱 方法 耦 
合 的 光谱 方法 的 综述 。 也 讨论 了 非 线 性 和 复杂 的 边界 条 件 ， 方程 组 则 未 做 详细 讨论 。 然 而 ， 
线 方法 背后 的 原则 是 减少 演化 偏 微分 方程 的 时 间 积 分 以 求解 一 组 常 微分 方程 。 实 际 上 ， 两 个 
代码 片段 都 使 用 了 ScPy odeint 函数 。 在 第 8 章 处 理 常 微分 方程 时 ， 我们 便 展 示 了 如 何 对 
方程 组 进行 积分 ， 所 需要 人 处理 的 就 是 将 那些 技术 合并 到 这 里 给 出 的 代码 片段 中 。 
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图 9-2 将 伯 格 斯 方程 (9-15 ) W “HM” (kink) 解 (9-16) 作为 初 边 值 问题 的 处 理 方法 
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案例 研究 : 多 重 网 格 





在 最 后 一 章 ， 我 们 讨论 一 个 与 几乎 所 有 理论 科学 相关 的 扩展 示例 或 者 “案例 研究 ”， 称 
为 多 重 网 格 。 对 于 许多 人 来 说 ， 多 重 网 格 是 一 本 自 成 体系 的 、 令 人 望 而 生 苹 的 “教科 书 ”， 
因此 我 们 首先 看 一 下 使 用 它 能 够 解决 的 问题 类 型 ， 然 后 概述 其 工作 原理 ， 最 后 概括 地 描述 如 
何 利用 Python 轻松 实现 多 重 网 格 。 本 章 其 余部 分 将 陆续 展开 阐述 。 

在 很 多 问题 中 ， 我 们 将 数据 与 空间 网 格 上 的 点 相关 联 SS。 简 单 起 见 ， 我 们 假设 网 格 是 均 
名 的 。 在 实际 情况 中 ， 我 们 可 能 希望 分 辨 率 为 每 个 维度 100 点 ， 对 于 三 维 网 格 , 将 有 10" 个 
网 格 点 。 即 使 每 个 网 格 点 只 存储 一 条 数据 ， 这 也 是 大 量 的 数据 ， 我 们 可 以 将 它们 打包 成 维度 
为 N=O(10°) 的 向 量 (一 维 数组 ) gw。 这 些 数据 不 是 任意 的 ， 会 受到 代数 或 者 微分 方程 的 限制 。 
使 用 有 限 差分 (或 者 有 限 元 ) 近似 ， 可 以 确保 我 们 正在 处 理 代数 方程 。 即 使 基础 方程 是 非 线 
性 的 ， 我 们 也 必须 将 它们 线性 化 〈 例 如 ， 使 用 牛顿 - 拉 普 森 法 (Newton-Raphson procedure), 
参见 10.3 节 )， 因 为 无 法 求解 如 此 巨大 的 非 线性 方程 组 。 因 此 ， 我 们 需要 求解 一 个 非常 大 的 
线性 方程 组 ， 其 形式 如 下 : 

Au= f ( 10-1 ) 
其 中 , ffi NEE, A Æ NXN EE, 

通常 情况 下 直接 求解 方程 组 (10-1) (Aa, WEERA) 并 不 可 行 。 除 非 矩 阵 4 具 
有 特殊 的 形式 ， 否 则 和 矩阵 求 逆 需要 O(N’) 次 运算 ! 取而代之 的 是 不 得 不 使 用 迭代 方法 (将 在 
10.2.1 节 讨 论 )。 它 们 的 目标 都 是 通过 迭代 &， 使 得 残 差 r=f-Au 趋向 于 0。 然而 ， 当 这 些 方 
法 单独 使 用 时 ， 都 存在 一 个 致命 缺陷 。 为 了 解释 这 一 点 ， 我 们 需要 考虑 一 个 傅 里 叶 表示 的 残 
Er, CUE O(N) 个 众 数 (或 者 称 为 模 (mode))。( 这 将 在 10.1.2 节 详 细 讨 论 。) 迭代 方法 会 
使 残 差 的 傅 里 叶 众 数 (高 频 部 分 ) 一 半 的 幅度 非常 迅速 地 减少 并 趋 近 于 0， 但 对 另 一 半 众 数 
(低频 部 分 ) 的 幅度 则 几乎 没有 影响 。 之 后 ， 和 迭代 将 停滞 。 

此 时 此 刻 ,， 多 重 网 格 背后 的 第 一 个 关键 思想 登场 了 。 假 设 我 们 考虑 了 一 个 额外 的 线性 维 
数 为 N/2 的 网 格 ， 即 两 倍 的 间距 。 同 样 假 设 我 们 仔细 地 将 停滞 解 x、 源 f 和 算 子 4 从 原始 精 
细 网 格 转录 到 新 的 粗糙 网 格 。 这 是 有 意义 的 ， 因 为 精细 网 格 残 差 主要 由 低频 众 数 组 成 ， 这 些 
众 数 将 在 粗糙 网 格 上 精确 表示 。 然 而 ， 从 粗糙 网 格 的 角度 看 ， 其 中 一 半 将 是 高 频 的 。 通 过 迭 
代 ， 我 们 可 以 将 它们 减少 到 几乎 为 零 。 如 果 随 后 小 心地 将 解数 据 传送 回 精细 网 格 ， 那 么 我 们 
将 进一步 移 除 残 差 的 传 里 叶 众 数 的 四 分 之 一 ， 即 总 共 移 除 四 分 之 三 。 

第 二 个 关键 的 想法 是 认识 到 不 限于 两 个 网 格 模型 。 我 们 可 以 建立 第 三 个 ， 甚 至 更 粗糙 的 
网 格 ， 并 重复 这 个 过 程 ， 以 消除 八 分 之 七 的 残 差 傅 里 时 众 数 。 事 实 上， 我 们 可 以 继续 添加 粗 
糙 网 格 直至 成 为 微不足道 的 网 格 。 还 要 注意 ， 附 加 的 网 格 只 占 原始 网 格 大 小 的 一 小 部 分 ， 并 


O ”在 有 限 元 方法 中 ， 使 用 的 术语 不 同 ， 但 思想 是 一 致 的 。 
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且 这 种 惩罚 通过 提高 速度 而 变 得 更 加 合理 。 

值得 注意 的 是 ， 除 了 大 小 之 外 ， 所 有 网 格 的 操作 和 信息 传输 都 是 相同 的 。 因 此 强烈 建议 
使 用 Python 类 结构 。 此 外 ， 一 旦 构造 了 两 个 网 格 模 型 ， 就 可 以 使 用 递归 非常 简单 地 定义 过 
程 的 其 余部 分 。 在 本 章 的 剩余 部 分 ,我们 补充 了 一 些 细节 ， 并 设置 了 一 组 Python 函数 来 实 
现 它们 ， 最 后 给 出 了 一 个 值得 正视 的 非 线 性 示例 。 

虽然 我 们 已 经 尽力 使 这 一 章 适 度 地 自 成 一 体 ， 但 感 兴趣 的 读者 会 希望 进一步 探讨 。 可 以 
说 ， 初 学 者 人 门 最 好 的 文献 是 Briggs 等 (2000 )， 尽 管 对 于 该 书 前 半 部 分 的 内 容 ， 也 可 以 查 
阅 其 他 网 络 资料 来 学 习 。 然 而 在 该 书 的 后 半 部 分 ，Briggs 等 (2000) 以 简洁 明了 的 方式 描绘 
了 许多 应 用 。Trottenberg 等 ( 2001 ) 撰写 的 教科 书 以 更 具 说 服 力 的 方式 覆盖 了 大 部 分 相同 的 
内 容 ， 其 中 有 些 内 容 读者 可 能 会 觉得 更 有 帮助 。Wesseling (1992) 的 教科 书 则 经 常会 被 忽 
略 ， 但 它 的 算法 方法 特别 适用 于 第 8 章 ， 而 在 其 他 地 方 并 不 适用 。Brandt 和 Livne (2011 ) 
的 专著 也 包含 了 大 量 有 用 的 信息 。 


10.1 一 维 情形 
我 们 需要 一 个 具体 的 例子 ， 它 将 作为 一 些 基本 思想 的 范例 。 


10.1.1 线性 椭圆 型 方程 


区 间 [0, 1] 上 一 维 椭圆 型 微分 方程 的 一 个 非常 简单 的 例子 如 下 所 示 : | 
-u"(x)= f(x), u(0)=u, u(l)=u, ( 10-2 ) 
HEP, u 和 wu 是 给 定常 量 。 注 意 ， 通 过 向 u(x) 添加 一 个 线性 函数 ， 我 们 可 以 设置 w=u=0， 
这 一 点 很 容易 实现 。 我 们 在 区 间 [0, 1] 上 设置 n 个 均匀 分 布 的 网 格 ， 即 n+1 点 ， 分别 标记 为 
xFi/n， 其 中 OSi<n, FRE u=u(xi) 和 三 flxi?)。 然 后 我 们 将 式 ( 10-2 ) 离散 化 为 : 


Mies = + =f, 0<i<n ( 10-3 ) 


HP, Ax=1/n, u0, u.=0. IÙ (10-3) 可 以 改写 为 : 

Au=f (10-4 ) 
其 中 ， u={u;, Wr TN P Frth, eae, fas up=u,=0, A 是 一 个 (n—1)X(n-1) 的 矩阵 。 许多 比 
式 ( 10-2 ) 更 复杂 的 问题 都 可 以 简化 为 式 ( 10-4 ) 的 形式 ， 这 是 我 们 处 理 的 实际 问题 。 


10.1.2 ”平滑 众 数 和 粗糙 众 数 


在 上 面 的 例子 中 ，n 的 取 值 应 该 为 多 大 呢 ? 根据 我 们 谱 方法 的 经 验 ， 考 虑 使 用 离散 傅 里 

叶 变 换 可 以 提供 帮助 。 通 过 要 求 连续 性 为 x 的 奇 函 数 ， 我 们 可 以 将 & 的 定义 域 从 [0, 1] 扩展 

到 [-1, 1]。 最 后 ， 通 过 要 求 u(x) 是 周期 为 2 的 周期 函数 ， 我 们 可 以 将 定义 域 扩 展 到 实数 轴 。 
我 们 定义 了 离散 健 里 叶 众 数 如 下 : 

s,(x)=sin(knx), k=1,2,-+,n-1 (10-5) 
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其 位 于 网 格 点 的 值 如 下 ; 

Sp; = Sp (%,) = sin(kjn/n) ( 10-6 ) 
正好 存在 n-1 个 线性 独立 的 传 里 叶 众 数 ， 这 与 未 知 数 相同 ， 并 且 传 里 叶 众 数 确 实 构成 了 网 格 
晒 数 的 向 量 空间 的 基础 。 那 些 1 < k<3n 的 众 数 被 称 为 平滑 众 数 ， 而 那些 7 <k<n WR 


PERK A Haare eK, VA, FR AT Pe PE a(x) 和 fx) PE, PG: 


eye A (x) ( 10-7) 
k=l 


如 果 忽 略 粗糙 众 数 对 结果 和 的 贡献 是 可 以 接受 的 近似 ， 则 称 u(x) 是 平滑 的 。 如 果 需 要 合理 
的 精度 和 定义， 则 要 求 u(x) 是 平滑 的 ， 这 将 对 n 的 值 施加 下 限 。 


10.2 多重 网 格 工具 


10.2.1 松弛 法 


在 方程 组 (10-4 ) 中 ， 虽 然 矩 阵 4 通常 是 稀 朴 的 ， 但 它 具 有 非常 大 的 维 谍 ， 特 别 是 当 底 
层 空 间 网 格 具 有 两 上 或 者 更 多 维度 时 。 直 接 解法 ， 例 如 高 斯 消 元 法 ， 往 往 没 有 优势 ， 我 们 通 
常 通过 和 迭代 法 ， 也 就 是 “松弛 ”过 程 来 寻求 近似 解 。 假 设 我 们 把 式 (10-3) 改写 为 : 


u= Ua +My FAX) l<i<n-1 ( 10-8 ) 


HET IERIE NP RIMAW E aO =a = 0 的 一 些 近似 解 z9 开始 。 在 式 (10-8) 的 右 
边 使 用 这 个 方法 ， 我们 可 以 计算 新 的 近似 的 分 量 。 假 设 我 们 把 这 个 过 程 记 为 = J )。 
在 合理 的 条 件 下 ,我 们 可 以 证 明 当 kw 时 ,第 上 次 迭代 = 下 (z 中 ) 收敛 到 精确 解 w。 在 
实践 中 ,我 们 做 了 一 处 小 修改 。 设 o 是 满足 O<@<1 的 一 个 参数 ， 并 设 : 

a“ = WN) = +J") (10-9 ) 

这 是 加 权 雅 可 比 迭 代 法 。 基 于 下 面 解释 的 原因 ， 通 常 选择 w=2/3。 

假设 我 们 把 精确 解 u TA : 

a= +e 

其 中 , MO 是 误差 。 利 用 线性 度 很 容易 证 明 e 也 满足 式 (10-4), 但 源 项 (source term) f 为 零 。 


我 们 现在 通过 一 个 具体 的 例子 来 说 明 这 一 点 。 我 们 设 *=16， 并 选择 误差 模式 的 初始 迭 
代为 : 


1 
Mg HS 
3 


其 中 ， 是 在 式 (10-5 ) 和 式 (10-6) 中 定义 的 离散 傅 里 时 众 数 。 这 是 基本 众 数 的 到 加 ， 并 
且 是 快速 振荡 模式 的 三 分 之 一 。 图 10-1 显示 了 这 一 点 ， 并 显示 了 前 8 个 雅 可 比 迭 代 的 结果 。 
它 是 使 用 下 面 的 代码 片段 生成 的 。 


é 
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误差 的 前 8 PIER 
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17 网 格 点 


图 10-1 一 个 具有 16 个 区 间 的 网 格 上 的 雅 可 比 迭代 。 误 差 的 初始 迭代 是 第 1 次 谐 波 和 第 13 
次 谐 波 的 混合 ， 结 果 为 极度 锯齿 曲线 。 图 中 显示 了 8 个 加 权 雅 可 比 和 迭代 的 结果 。 
迭代 非常 有 效 地 抑制 了 粗糙 《第 13 个 ) 众 数 ， 但 是 在 减 小 误差 中 的 平滑 基本 众 数 
方面 非常 慢 





在 这 里 ， 我 们 的 初始 迭代 是 基本 模式 和 快速 振荡 模式 的 三 分 之 一 (图 10-1 中 的 尖峰 曲 
R) 的 释 加 。 其 余 曲 线 显 示 了 前 8 个 雅 可 比 和 迭代 的 结果 。 经 过 三 次 迭代 ， 尖 峰 的 振幅 几乎 全 
部 消失 ,但 是 现在 平滑 误差 e(”) 减 小 到 精确 值 0 的 过 程 极其 缓慢 。 读 者 可 能 希望 更 改 代码 片 
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段 ， 以 验证 对 于 由 其 他 平滑 众 数 和 粗糙 众 数 混合 而 成 的 初始 数据 ， 结 果 都 是 相同 的 。 粗 糙 众 
数 被 迅速 阻尼 ,平滑 众 数 几乎 不 衰减 。 这 就 是 称 其 为 松弛 法 的 原因 。 

很 容易 观察 出 这 些 结果 的 理论 基础 。 首 先 注意 ， 使 用 标准 三 角 恒 等 式 ， 由 式 〈10-6 ) 定 
SLAY % 是 具有 特征 值 cos(kn/n) 的 算 子 了 的 特征 向 量 。s4 是 由 式 (10-9) 定义 的 算 子 画 的 特 
征 问 量 ， 具 有 特征 值 : 


A, =1-«+ wcos(kr/n)=1-20sin?( 5 n/n] (10-10 ) 


5 ce ME ELI BCA BEE, EH [Ail 确定 。 如 果 k<<n, Il Ay~1-O(1/n?), Ak, 平滑 众 数 的 
阻尼 可 以 忽略 不 计 ， 特 别 是 nn 比较 大 的 时 候 。 因 此 ， 尽 管 “ 松 弛 法 ”收敛 于 精确 解 ， 但 是 平 
滑 众 数 的 超 慢 收 敛 速度 使 得 它 用 处 不 大 。 然 而 ， 请 注意 ， 如 果 我 们 考虑 粗糙 众 数 ，z2 科 <， 
并 且 选 择 w=2/3， 那 么 | 和 三 1/3。 加 权 雅 可 比 迭 代 会 成 为 一 个 非常 有 效 的 粗糙 众 数 阻尼 器 。 
在 多 重 网 格 条 件 下 ， 它 是 平滑 的 。 

当然 还 有 许多 其 他 经 典 的 松弛 方法 ， 最 常见 的 是 高 斯 - 赛 德 泵 法 (Gauss-Seidel method). 
高 斯 — 赛 德 尔 法 及 时 利用 了 式 〈10-8 ) 右 侧 计算 出 来 的 分 量 & >"。 因 此 ， 它 实际 上 是 一 组 方 
法 ， 取 决 于 计算 组 件 的 顺序 。 例 如 ， 如 下 是 一 个 应 用 于 向 量 O 的 单一 红 黑 高 斯 =- RS RIK 
代 法 : - 

(aN +i) +A) i=2,4,°+,n-2 
a L fikei kt) 2 ; Ha 
5 (i +H + Ax? f,) i=1,3,-+,n-1 
这 里 偶数 i 的 点 是 “红色 ”， 而 奇数 i 的 点 则 被 称 为 “黑色 ”。 这 可 以 延伸 到 两 个 维度 ， 其 中 
i 和 均 为 偶数 或 者 奇数 的 点 是 “红色 ”， 而 甚 余 点 是 “黑色 ”。 此 名 称 是 根据 与 国际 象 模 棋 
盘 的 相似 性 而 得 来 的 。 高 斯 - 赛 德尔 法 的 行为 类 似 于 加 权 雅 可 比 迭代 法 。 通 常 它 们 阻尼 粗糙 
众 数 会 稍微 快 一 点 , 但 是 在 处 理 平滑 众 数 时 也 会 遇 到 同样 的 缺陷 。 因 此 ， 它 们 中 没有 一 个 能 
够 单独 用 来 解决 原始 问题 ( 10-4 )。 

幸运 的 是 ， 多 重 网 格 提供 了 一 个 非常 优雅 的 解决 方案 。 多 重 网 格 的 中 心 原则 不 是 在 单个 
固定 网 格 (n=16 ) 上 处 理 问 题 ， 而 是 在 一 系列 网 格 (例如 n=16、8、4、2) 上 处 理 问 题 。 也 
可 以 使 用 2 以 外 的 因子 来 进行 缩放 ， 但 通常 选择 缩放 因子 为 2。 因 此， 我 们 将 假设 最 好 的 网 
格 大 小 n 是 2 WFR. 


10.2.2 残 差 与 误差 
请 回顾 我 们 的 目标 是 指定 wo 和 ww 时， 在 一 个 大 小 为 n 的 “最 精细 网 格 ” 上 求解 方程 
2H (10-4): 
Au= f 
假设 我 们 求 得 w EE a, KRAE e=u-ü, REEL Ar=f-Ai, RERED 
验证 残 差 方 程 满足 : 


192 10% 


Ar=r) ese: =0 (10-12 ) 
很 显然 ， 要 认识 到 方程 组 (10-4) Al (10-12) 在 形式 上 是 相同 的 ， 虽 然 没 有 什么 新 意 ， 但 
十 分 重要 。 
同样 请 回顾 ， 我 们 的 “最 精细 网 格 ” 是 O<e <1 的 个 间隔 的 划分 。 设 置 h=Ax=1/n， 
对 于 OSi<n, W xrih, u(x) u Fo 4nPBKAB2NN, u 和 f 位 于 “最 精细 网 格 ” 
上 的 平滑 部 分 。 现 在 ,我 们 称 “ 最 精细 网 格 ” 为 “精细 网 格 ”。 我 们 还 考虑 具有 间距 H=2h 
( 即 存在 n/2 个 间隔 ) 的 “粗糙 网 格 ” ， 其 意图 是 “精细 网 格 ”的 副本 。 通 常 使 用 她 标记“ 精 
细 网 格 ” 以 区 分 使 用 达标 记 的 “粗糙 网 格 ”。 二 者 如 何 关联 呢 ? 对 于 讨论 中 的 线性 问题 ， 我 
们 可 以 要 求 通 过 变换 n 一 n/2，h 一 H=2h4， 从 A" 求 得 4”。 注 意 , "是 一 个 (n-1) 维 向 量 ， 
而 w 具有 维 数 n/2-1。 


10.2.3 延 拓 和 限制 


假设 我 们 在 “粗糙 网 格 ” 上 定义 了 一 个 向 量 。 将 其 插值 到 “精细 网 格 ” 上 的 过 程 ， 
我 们 称 为 延 拓 ， 表 示 为 及， 可 以 通过 几 种 方式 完成 。 处 理 那 些 与 粗 网 格 点 相对 应 的 细 网 格 点 
的 最 显而易见 的 方法 是 直接 复制 组 件 。 人 处 理 其 他 问题 的 最 简单 方法 则 是 线性 插值 ， 因 此 : 
Zn; Bras -20 +Vin) 0<j<3n-! (10-13 ) 
Bo AN ERAN v slaw", TER, RAE RA ARB AY vy 留 下 不 连续 的 斜率 ， 这 可 以 
被 描述 为 粗糙 模式 的 创建 。 我 们 可 以 通过 使 用 更 复杂 的 捅 值 过 程 来 “改进 ”这 一 点 。 但 是 ， 
在 实际 应 用 中 ， 我 们 可 以 通过 在 延 拓 之 后 对 精细 网 格 应 用 一 些 平 滑 步骤 来 消除 这 些 不 需要 的 
粗糙 模式 。 

接 下 来 ， 我 们 讨论 相反 的 操作 ， 即 将 精细 网 格 向 量 v 映射 到 粗糙 网 格 向 量 内， 这 称 为 
限制 ， 表 示 为 只 =/i"。 很 明显 最 佳 选 择 是 直接 复制 : 


Sore 


v =y 0<j<in ( 10-14 ) 
但 更 常用 的 方法 是 使 用 完全 权重 过 程 (full weighting process): 
vi cyt, vi =v, v” = ha +2 +¥h 0) i< j<zn-l (10-15) 


注意 ， 所 有 限制 过 程 都 存在 一 个 问题 。“ 源 ”空间 是 维 数 为 n- 的 向 量 空间 ,“ 目 标 ” 空 
间 是 维 数 为 n/2-1 的 向 量 空间 。 因 此 ， 必 须 存在 一 个 维 数 为 w2 的 “ 核 ” 向 量 空间 大， 使 得 
中 向 量 的 限制 是 零 癌 量 。 为 了 清晰 地 阐明 这 一 点 ， 考 虑 式 ( 10-6 ) 中 精细 网 格 上 的 傅 里 叶 
模式 sh: 

sj = Sk(X)) =sin(kjn / n) 
假定 /是 偶数 ， 使 用 式 (10-14) 可 以 求 得 : 
St jn2 = Sk; = Sin(kjn/n) 


然而 ， 因 为 了 是 偶数 ， 所 以 有 


RAG: EAH 193 


rete =sin((n—k) jn /n)=sin( jx—kjn/n) =—sin(kjn/ n) 
因此 在 约束 条 件 下 ，% 和 -的 图 像 是 相等 和 相反 的 。( 对 于 完全 加 权 也 是 如 此 。) 这 种 
现象 在 傅 里 叶 分 析 中 是 众所周知 的 ， 被 称 为 混 登 (aliasing)。 因 此 ， 在 约束 过 程 中 存在 严重 
的 信息 丢失 。 然 而 请 注意 ， 如 果 % 是 平滑 的 ， 即 k<n/2, WRB BK %- 是 粗糙 的 。 如 果 
仅 对 平滑 向 量 应 用 限制 ， 则 信息 损失 最 小 。 因 此 ， 一 个 好 的 工作 规则 是 在 “限制 ”前 先 “ 平 
滑 ”。 因 此 ， 我们 有 一 条 “黄金 法 则 ”;“ 延 拓 ” 后 “平滑 ”,“ 平 滑 ” 后 “限制 ”。 


10.3 多重 网 格 算法 


在 介绍 具体 算法 之 前 ,我们 将 扩大 讨论 范围 以 考虑 在 某 些 域 9 C R”" 上 的 更 一 般 问 题 : 
L(u(x)) = f(x) (10-16 ) 
ik AOL BY RE SE — “SAE AR EY A, (x) 和 ftx) 是 定义 在 上 的 光滑 向 量 值 函数 。 
为 了 简化 讨论 ， 我 们 将 假定 在 域 2 的 边界 OQ 上， 满足 齐 次 狄 利克 雷 边界 条 件 (Dirichlet 
boundary condition): 
u(x)=0, xedaQ (10-17) 
更 一 般 的 边界 条 件 请 参考 所 引用 文献 的 阐述 。 
假设 (x) 是 式 ( 10-16 ) 的 精确 解 u(x) 的 某 种 近似 。 如 前 所 述 ， 我们 定义 误差 elx) MR 
差 r(x) WF: 
e(x)=u(x)-ū(x), r(x)= f(x)-—L(i(x)) (10-18 ) 
接 下 来 定义 残 差 方程 如 下 : 
L(a+e)—L(a) =r ( 10-19) 
这 与 式 (10-16) 和 式 (10-18) —M. HER, WRAPS LERE, AAs (10-19) HA 
侧 可 以 简化 为 L(e)， 因 此 与 先前 的 定义 (10-12) 完全 一 致 。 
在 这 一 阶段 ， 可 以 补充 一 些 观点 。 假 设 我 们 构造 了 一 个 具有 覆盖 O 的 间隔 为 hh 的 精细 
网 格 2"。 使 用 前 面 的 符号 ， 我 们 的 目标 是 求解 
L (u)= f'E, u" =0#02" ( 10-20 ) 
而 不 是 求解 连续 问题 (10-16 ) 和 (10-17 )。 需 要 注意 的 重点 是 ,不 需要 精确 地 求解 网 格 方 
程 (10-20 )。 因 为 ， 即 使 我 们 找到 了 精确 解 w*™"， 也 不 能 提供 连续 问题 的 精确 解 ee。 相 
反 ， 我们 可 能 期 望 ， 对 于 一 个 适当 的 范 数 和 某 种 边界 h C heo 时 趋向 于 0)， 满 足 : 


ae ua’ (10-21 ) 
因此 ， 只 要 获得 具有 以 下 性 质 的 近似 网 格 解 让 就 足够 了 : 
[ut - at = O(e") ( 10-22 ) 


第 二 点 涉及 在 这 个 更 一 般 的 非 线性 上 下 文中 实现 “平滑 ”。 假 设 我 们 将 2 内 部 的 网 格 
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点 按 某 种 特定 的 顺序 标记 为 i=1, 2, =, n-Le 则 式 (10-20) 变 成 : 
Li (uy ub: uinu us ue pf", lsisn-l 
高 斯 - 赛 德 尔 (Gauss-Seidel, GS) 迭代 过 程 使 用 新 的 值 (一 旦 计算 出 来 ) 来 按 顺 序 求 
解 方程 组 。 因 此 : 


hh,new ‘uate =f hnew „Anew hold .., yy old 
L; (u , Uy’ ‘s Ui » Ui; Ui, ) Uy )= tty 


为 未 知 的 ui’ 生成 一 个 单 标 量 方程 。 如 果 它 是 非 线 性 的 ， 那 么 我 们 可 以 使 用 一 个 或 者 多 个 
牛顿 - 32-42 #& (Newton-Raphson, NR) 迭代 来 近似 求解 它 ， 例 如 ， 


i =a" T L(u)- fi ( 10-23 ) 
OL ;(u)/ Ou, (uP, mee Wn he aae. uia, sat see) 


MI FIE TERS | BAL, M NR EREZA, FF A EC T - 
在 实践 中 ， 这 种 GS-NR 迭代 过 程 起 到 了 有 效 的 平滑 器 的 作用 ， 就 像 GS 在 线性 情况 下 
所 做 的 那样 。 


10.3.1 双重 网 格 算法 


现在 我 们 有 了 一 个 “平滑 器 "， 可 以 引入 胚胎 多 重 网 格 算 法 (embryonic multigrid algo- 
rithm)。 假 设 除 了 上 面 介 绍 的 网 格 2 之 外 ， 还 有 第 二 个 网 格 8 ， 其 中 通常 满足 =2h。 然 
后 ,我 们 按照 以 下 步骤 进行 操作 : 


初始 近似 (Initial approximation): 开始 我 们 任意 选择 u 的 一 个 近似 让 。 
平滑 (Smooth step): 我 们 将 少量 的 v (通常 为 1、2 或 3) 个 松弛 迭代 步骤 应 用 到 记 
有 效 地 去 除了 粗糙 成 分 。 接 下 来 我 们 计算 残 差 : 
pr’ = f" ù") ( 10-24 ) 
粗 化 (Coarsen step): 由 于 至 和 天 是 平滑 的 ， 因 此 我 们 可 以 通过 以 下 方式 将 其 限制 在 粗 
糙 网 格 上 【结果 不 会 丢失 重要 信息 ): 


Walle, fait’ (10-25 ) 
求解 (Solution step): 现在 我 们 针对 e” 来 求解 残 差 方程 : 
L" (ü +e") -L" a") =f" ( 10-26 ) 
HORT ES RE. HER, Bu” =a" +e", RHR SM: 
I tr ( 10-27 ) 
其 中 “r 校 正 ” 为 : 
cf =E = D(a")) ( 10-28 ) 


并 且 利 用 了 FARE. “rz 校正 ”是 网 格 传输 过 程 中 固有 误差 的 有 用 度量 。 
校正 (Correct step): 把 e” 延 拓 回 精细 网 格 。 由 于 假定 u” +ez 在 粗 网 格 上 是 平滑 的 ， 因 
此 这 是 一 个 明确 的 操作 。 那 么 应 该 能 够 通过 步骤 让 一 让 +e' 来 改进 记 
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平滑 (Smooth step): 最 后 ， 我 们 将 vy (一 个 比较 小 的 数值 ) MIERE Be FB a” 。 

图 10-2 说 明了 这 个 过 程 。 每 个 水 平 层 表 示 特 定 的 网 格 间 距 ， 而 较 低 层 表 示 较 粗 的 网 格 。 
当 我 们 在 顶层 从 左 到 右 进行 时 ， 我 们 希望 获得 对 初始 问题 解 的 更 好 近似 ， 尽 管 我 们 可 能 需要 
多 次 迭代 该 算法 。 对 于 参数 v M v 值 的 设 定 ， 并 没有 令 人 信服 的 理论 依据 。 它 们 必须 根据 
经 验 来 选择 。 


re <i 
al 
粗 化 “ 校正 
求解, 


图 10-2 双重 网 格 算法 。 上 层 对 应 于 具有 间距 有 的 网 格 ， 而 下 层 表 示 具 有 间距 五 的 网 格 ， 
其 中 五 h。 时 间 从 左 向 右 流动 。 该 算法 应 在 更 精细 的 网 格 上 产生 更 精确 的 解 。 它 
可 以 迭代 多 次 


这 种 双重 网 格 算法 通常 被 称 为 完全 逼近 算法 ( Full Approximation Scheme, FAS). € 
被 设计 成 处 理 非 线性 问题 ， 因 此 必须 实现 残 差 方程 (10-19 ) 的 非 线 性 版 本 ， 该 残 差 方程 
需要 将 近似 解 从 精细 网 格 转移 到 粗糙 网 格 。 在 线性 情况 下 ， 只 需要 传递 误差 ， 例 如 参见 
A (10-12). | 

如 前 所 述 ， 双 重 网 格 算法 存在 两 个 非常 严重 的 缺陷 。 第 一 个 出 现在 初始 近似 步骤 中 。 如 
何 初步 选择 站 ?在 线性 情况 下 ， 没 有 问题 ， 因 为 我 们 最 好 选择 六 =0。 但 在 非 线性 情况 下 ， 
这 种 选择 可 能 位 于 牛顿 - 拉 普 森 迭 代 的 吸引 域 之 外 ， 这 会 打 乱 平滑 步骤 。 在 10.3.3 节 ， 我 们 
将 消除 这 个 障碍 。 第 二 个 缺陷 是 在 求解 步骤 中 如 何 求解 残 差 方程 的 解 ? 我 们 将 在 下 一 节 处 理 
这 个 问题 。 


10.3.2 V 循环 算法 


双重 网 格 算法 的 一 个 缺陷 是 需要 求解 粗 烙 网 格 上 的 残 差 方程 (10-26 )。 因 为 涉及 的 运算 
次 数 相 对 较 少 ， 所 以 计算 量 没有 原始 问题 那么 复杂 ， 但 运算 成 本 有 可 能 仍然 无 法 被 接受 。 在 
这 种 情况 下 ， 一 种 可 能 的 方案 是 把 粗糙 网 格 求解 步骤 扩展 为 另 一 个 双重 网 格 算法 ， 使 用 更 加 
粗糙 的 网 格 。 从 图 10-3 中 可 以 看 出 ， 我 们 有 一 个 胚胎 V 循环 。 当 然 ， 不 一 定 是 三 个 级 别 。 
我 们 可 能 会 重复 这 个 过 程 ， 添 加 越 来 越 粗糙 的 网 格 ， 直 至 我 们 到 达 恰 好 只 有 一 个 内 部 点 的 网 
格 ， 然 后 在 这 个 网 格 上 构造 一 个 “精确 ” 解 。 注 意 ， 每 个 V 循环 都 带 有 从 双重 网 格 算法 继 
承 的 两 个 参数 ww Al ve. AE 10-3 中 可 以 明显 看 出 ， 我 们 可 以 在 V 循环 上 迭代 ， 在 实践 中 ， 
通常 迭代 Ww 次 。 


10.3.3 ”完全 多 重 网 格 算法 


接 下 来 我 们 来 讨论 双重 网 格 算法 的 初始 化 问题 。 对 于 线性 问题 ， 我 们 总 是 可 以 从 平凡 
的 解 开始 ,但 对 于 非 线性 问题 ， 这 通常 是 不 可 能 的 。 上 面 给 出 的 V 循环 提出 了 一 个 明显 的 
解决 方案 。 假 设 我 们 跳 到 最 粗糙 的 网 格 ， 然 后 求解 ， 并 将 解 延 拓 回 更 精细 的 网 格 ， 以 充当 
第 一 次 欠 代 。 以 这 种 简单 的 形式 ， 这 个 想法 是 行 不 通 的 。 插 值 导致 两 种 类 型 的 误差 。 高 频 
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误差 在 粗糙 网 格 上 是 不 可 见 的 ,但 是 应 该 通过 平滑 来 减少 。 混 登 误差 ( 即 高 频 效 应 引入 的 平 
滑 误 差 ， 因 为 在 粗糙 网 格 上 它们 被 误 认 为 是 平滑 数据 ) 因此 也 可 能 发 生 。 然 而 ， 完 全 多 重 网 
格 ( Full MultiGrid, FMG) 算法 以 一 种 非常 巧妙 的 方式 解决 了 这 个 问题 。 首 先 我 们 求解 最 粗 
糙 网 格 上 的 问题 。 然 后 将 解 插值 到 下 一 个 最 粗糙 网 格 。 接 着 在 这 个 网 格 上 执行 wm 次 V 循环 
(结果 是 一 个 双重 网 格 算法 )。 接 下 来 ， 将 解 插值 到 第 三 个 粗糙 网 格 中 ， 执 行 V 循环 ， 依 此 类 
推 。 该 算法 如 图 10-4 Prax. HERR, 插值 步 又 (图 中 的 虚线 ) 不 是 V 循环 的 一 部 分 。 虽 然 对 
于 这 些 步 又 使 用 标准 延 拓 算 子 可 能 比较 方便 ， 但 是 存在 更 精确 的 算法 ， 例 如 参见 文献 Brandt 
和 Livne (2011 )。 





K 10-3 V 循环 方案 。 上 层 对 应 于 具有 间距 产 的 网 格 ， 而 下 层 对 应 于 逐渐 变 粗糙 的 网 格 。 
时 间 从 左 到 右 流逝 。 该 方案 应 在 更 精细 的 网 格 上 产生 更 精确 的 解 。 它 可 以 迭代 多 
次 ， 因 此 称 为 “循环 ”。 注 意 会 自动 应 用 “黄金 法 则 ”: 在 粗 化 前 先 平 滑 ， 在 精 化 
后 再 平滑 7 
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10-4 ”完全 多 重 网 格 算法 。 圆 点 对 应 于 最 终 解 ， 方 点 表示 给 定 水 平 下 一 个 或 者 多 个 V 循 
环 的 初始 近似 解 ， 而 虚线 对 应 于 (如 前 所 述 ) 插值 步骤 。 随 着 时 间 从 左 回 右 推进 ， 
从 初始 解 到 最 终 解 的 转变 通过 一 系列 V 循环 而 产生 


10.4 简单 的 Python 多 重 网 格 实现 


本 章 的 目的 是 使 用 我 们 刚刚 描述 的 组 件 来 生成 一 个 简单 的 Python 多 重 网 格 实现 。 很 显 
然 ， 使 用 递归 可 以 优雅 地 实现 V 循环 和 完全 多 重 网 格 。 大 多 数 早 期 的 实现 都 使 用 Fortran， 
而 Fortran 当时 不 支持 递归 ， 因 此 使 用 了 宛 长 但 是 相当 有 效 的 代码 来 绕 过 这 个 问题 。 同 样 应 
该 清楚 的 是 ， 级 别 或 者 网 格 具 有 清晰 的 结构 ， 可 以 用 来 简化 代码 。 直 到 最 近 ，Fortran 依旧 
缺乏 实现 这 种 结构 的 方法 。 因 此 ， 大 多 数 现 有 的 代码 都 很 难 理解 。 当 然 ， 我 们 可 以 使 用 第 9 
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章 的 f2py 工具 在 Python 中 复制 它们 ， 但 这 不 是 我 们 建议 的 方法 。 相 反 ， 我 们 将 生成 一 个 
清晰 、 简 洁 且 简单 的 Python 实现 。 

编程 处 理 类 似 多 重 网 格 这 样 复 杂 任务 的 最 有 效 方 法 是 将 其 分 成 子 任务 组 ,我 们 可 以 划分 
三 个 明显 的 任务 组 。 首 先是 那些 只 依赖 于 维度 的 数量 而 不 依赖 于 实际 问题 的 任务 。 延 拓 和 限 
制 自然 属于 这 一 类 。 第 二 组 中 的 任务 取决 于 维度 的 数量 和 特定 的 问题 。 最 明显 的 例子 是 平滑 
和 残 差 的 计算 。 最 后 一 组 由 特定 于 多 重 网 格 的 任务 组 成 。 最 后 一 组 的 实现 既 不 会 对 维度 的 数 
量 做 出 假设 ， 也 不 会 对 正在 研究 的 特定 问题 的 细节 做 出 假设 。 

经 验 表 明 ， 前 两 组 中 的 任务 是 密集 计算 的 任务 。 这 里 使 用 的 代码 是 一 个 相当 有 效 的 
NumPy。 但 是 ， 使 用 诸如 f2py 来 实现 Python 包装 的 编译 语言 (例如 Fortran) 非常 容易 ， 
因为 所 使 用 的 算法 只 涉及 简单 的 循环 。 然 而 ， 第 三 组 任务 的 情况 则 相反 。 多 重 网 格 最 清晰 的 
形式 定义 本 质 上 是 递归 的 。Python 语言 中 完全 实现 了 递归 ， 但 在 Fortran 的 最 近 版 本 中 仅 部 
分 支持 递归 。 拥 有 不 同 精细 级 别 的 网 格 (上 图 中 的 垂直 间隔 ) 的 概念 很 容易 使 用 Python 类 构 
造 来 实现 ， 它 比 对 应 的 C++ 语言 的 实现 要 简单 得 多 9。 

简洁 起 见 ， 我 们 已 经 消除 了 所 有 无 关 的 特性 ， 并 将 注释 减少 到 最 低 限 度 。 这 里 给 出 的 代 
码 片段 应 该 被 看 作 一 个 更 加 用 户 友好 的 程序 集 的 框架 。 


10.4.1 实用 函数 
文件 util.py 包含 三 个 函数 ， 包 括 二 维 的 书 范 数 ( 均 方 )、 延 拓 和 限制 。 编 写 其 一 维 、 





O “C++ 类 中 的 大 部 分 复杂 性 来 自 安 全 性 要 求 ; 普通 类 用 户 不 应 该 能 够 看 到 类 算法 的 实现 细节 。 这 个 特性 与 
大 多 数 科学 用 户 无 关 ， 并 且 Python 语言 也 不 提供 该 特性 。 
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第 5 行 和 第 6 行 中 的 函数 返回 间隔 为 h 的 任意 数组 a YL ERI. 8 ~16 íT 
利用 一 维 版 本 (10-13) 的 明显 推广 ， 对 二 维 数组 a 使 用 线性 插值 以 实现 扩展 。 接 下 来 ,第 
18 一 23 行 显示 了 如 何 通 过 半 加 权 实 现 对 内 部 点 的 限制 ， 这 是 式 ( 10-15 ) 中 定义 的 一 维 完全 
加 权 的 最 简单 的 推广 。 最 后 ， 第 24 一 27 行 实现 边界 点 的 简单 复制 。 第 31 一 39 行 是 附加 的 测 
试 代码 集 ， 提 供 了 对 这 三 个 函数 的 一 些 简单 检测 。 


10.4.2 平滑 函数 


平滑 函数 取决 于 要 解决 的 问题 。 本 节 讨 论 非 线性 多 重 网 格 的 测试 问题 ， 详 细 信 息 请 参考 
文献 Press 等 (2007 )。 


L(u) =u,, +u, +u = f(x, y) ( 10-29 ) 
在 定义 域 OSxS1, OSyS1'P, WE: 

u(0, y) =u(1, y) = u(x, 0) =u(x, 1) =0 ( 10-30 ) 

其 离散 化 形式 可 以 表示 如 下 : 
Pj aN Re (10-31) 

我 们 将 ,=0 看 作 是 要 求解 uj 的 非 线性 方程 。 注 意 : 
= = ae 2u, , 
牛顿 — 拉 普 森 和 迭代 算法 如 下 : 
F 

(4; new =U, 一 ET +a, ( 10-32 ) 


下 述 代码 片段 是 一 个 模块 ， 实 现 了 高 斯 - 赛 德尔 红 黑 平滑 的 单 次 迭代 以 及 计算 残 差 的 功 
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能 。 按 照 惯 例 ， 为 了 确保 简洁 ， 省 略 了 文档 字符 串 帮 助 信息 和 有 用 的 注释 信息 。 
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第 一 个 函数 get_lhs 带 有 两 个 参数 ， 当 前 的 wu 和 步 长 平方 刀 ， 并 返回 该 级 别 的 Lu) 
第 二 个 函数 gs_rb_step 带 有 一 个 额外 的 参数 : 右 侧 的 六 并 将 牛顿 - 拉 普 森 迭 代 和 红 黑 
高 斯 - 赛 德尔 迭代 结合 起 来 ， 以 产生 平滑 步骤 。 注 意 ， 不 需要 指定 数组 的 大 小 : 关于 正在 使 
用 的 级 别 的 信息 包含 在 参数 h2 中 。 最 终 的 函数 返回 最 粗糙 的 3X3 网 格 上 的 离散 方程 的 精 
确 解 。 

这 些 是 我 们 需要 的 最 元 长 和 最 复杂 的 功能 。 通 过 将 它们 抽象 到 一 个 单独 的 模块 中 ， 我 们 
可 以 构建 一 个 测试 套件 (代码 中 未 给 出 )， 以 确保 它们 提供 预期 的 功能 。 


10.4.3 多重 网 格 函 数 


现在 我 们 介绍 一 个 Python 模块 ， 它 定义 了 一 个 类 Grida， 实 现 了 完全 通 近 算法 (FAS) 
V 循环 和 完全 多 重 网 格 (FMG)。 基 本 思想 是 使 用 Grid 来 表示 图 10-3 和 图 10-4 中 每 个 水 平 
级 别 的 所 有 数据 和 函数 。 级 别 之 间 的 基本 差异 仅仅 是 网 格 大 小 的 差异 ， 因 此 适合 于 将 它们 封 
装 在 类 中 。 这 些 数据 包括 指向 更 粗糙 网 格 〈( 即 低 于 所 讨论 的 网 格 的 下 一 层 ) 的 指针 。 由 于 所 
使 用 想法 的 复杂 性 ， 我 们 包括 了 文档 字符 串 帮助 信息 和 各 种 print 语句 。 一 旦 读者 理解 了 
其 内 容 ， 就 可 以 安全 地 删除 print 语句 。 
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由 于 使 用 了 类 ， 上 述 代 码 非常 简单 和 简洁 。 注 意 ， 第 12 行 中 的 None 是 一 个 特殊 的 
Python 变量 ， 它 可 以 采用 任何 类 型 并且 其 求 值 结果 总 是 为 0 或 者 False。 默 认 情 况 下 ， 
没有 更 粗糙 的 网 格 ， 因 此 当 实 际 构建 一 个 网 格 级 别 列表 时 ， 我 们 需要 手动 将 每 个 网 格 链接 到 
下 一 个 更 粗糙 的 网 格 。 第 12 一 18 行 的 函数 _ init_ “构造 了 一 个 网 格 级 别 。 第 20 一 28 TH 
pa _str__ 构造 了 一 个 描述 当前 网 格 的 字符 串 ， 稍 后 将 描述 用 途 。 第 30 一 39 行 定 义 了 平 
滑 函 数 ， 它 简单 地 在 当前 网 格 上 执行 nu 次 牛顿 - 拉 普 森 / 高 斯 - 赛 德尔 平滑 过 程 的 迭代 。 
第 41 一 60 行 上 的 函数 fas_v_cycle 稍微 有 些 复杂 。 如 果 我 们 在 最 粗糙 的 网 格 级 别 ， 那 么 
将 忽略 第 47~58 行 ， 并 且 只 执行 w+vm 次 “平滑 ”步骤 然后 返回 。 在 更 一 般 的 情况 下 ， 第 
45~54 行 执行 vi 次 “平滑 ”步骤 ， 然 后 执行 双重 网 格 算法 的 “ 粗 化 ”步骤 。 接 着 第 56 行 
递归 地 执行 “求解 ”步骤 ， 随 后 第 58 行 和 第 59 行 执行 剩 下 的 “校正 ”步骤 ， 最 后 执行 y 
次 “平滑 ”步骤 。 该 代码 的 效率 不 算是 最 好 。 有 关 提 高 效率 的 有 用 技巧 ， 请 参阅 Press 等 
(2007) 中 对 应 代码 的 讨论 。 最 后 ， 第 62 一 77 行 实现 了 用 于 执行 完全 多 重 网 格 FAS 循环 的 
稍 复杂 的 函数 。 参 数 vo 控制 V 循环 执行 的 次 数 。 注 意 ，Python 代码 与 前 面 的 理论 描述 非常 
接近 ， 这 使 得 理解 和 开发 更 加 容易 ， 从 而 极 大 地 节省 了 时 间 和 精力 。 

我 们 假定 将 上 面 的 代码 片段 保存 为 grid.py。 

最 后 ， 我 们 在 文件 rungrid.py 中 创建 以 下 代码 片段 ， 以 展示 如 何 使 用 这 些 函 数 。 我 
们 选择 复制 文献 Press 等 (2007) 中 的 工作 示例 ， 在 32X32 网 格 上 研究 方程 (10-29)， 除 
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行 中 的 每 个 循环 都 构造 一 个 Grida (第 17 行 )， 并 将 其 添加 到 列表 中 (第 18 行 )。 接 下 来 ， 
第 22 行 和 第 23 行 的 循环 将 Gria 链接 到 更 粗糙 的 邻居 。 第 26 一 27 行 通过 执行 str_ _ K 
数 来 检查 是 否 有 任何 错误 。 第 30 一 34 行为 文献 Press 等 ( 2007 ) 中 实际 处 理 的 问题 建立 了 
一 些 初始 数据 。 最 后 ， 第 36 行 构造 了 解决 方案 。 

为 了 对 解 进行 一 次 (多 次 之 一 ) 检查 ， 在 第 40 行 我 们 重新 构造 了 方程 的 左 侧 ， 在 最 精 
细 网 格 上 求解 。 代 码 片 段 的 其 余部 分 将 其 绘制 为 一 个 表面 ， 如 图 10-5 所 示 。 除 了 取 值 为 2 
的 中 心 点 外 ， 初始 源 的 所 有 其 他 点 都 是 0。 数值 计算 结果 与 文献 Press (2007) 的 结果 一 
致 ， 结 果 峰 值 为 1.8660。 将 网 格 分 辩 率 提高 到 64X64 或 者 128X128 不 会 显著 改变 此 值 。 
RER L HERR Oh), 但 这 掩盖 了 不 连续 性 的 影响 。 

在 大 多 数 最 流行 的 现代 计算 机 上 运行 这 个 例子 ,运行 时 间 为 几 分 之 一 秒 。 如 果 读 者 修 
改 代码 以 处 理 更 现实 (和 更 复杂 ) 的 问题 ， 那 么 其 运行 速度 可 能 会 很 慢 。 我 们 如 何 “ 改 进 ” 
代码 呢 ? 第 一 步 是 仔细 验证 代码 是 否 产生 收敛 结果 。 接 下 来 ， 我 们 可 能 会 考虑 提高 Python 
代码 的 效率 。 第 一 步 是 分 析 代 码 性 能 。 假 设 读者 正在 使 用 IPython， 那 么 应 该 用 run -p 
rungrid KR run rungrid 命令 。 这 将 Python 分 析 器 的 结果 附加 到 输出 中 ， 该 结果 显 
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示 每 个 函数 所 花费 的 时 间 。 如 果 存 在 “瓶颈 ”， 则 将 显示 在 列表 的 顶部 。 几 乎 可 以 肯定 的 是 ， 
所 有 的 瓶颈 都 将 位 于 文件 smooth.py 中 。 可 能 的 原因 是 这 些 函 数 的 Python 代码 效率 很 低 ， 
因而 可 以 加 以 改进 。 更 罕见 的 是 ， 向 量化 的 NumPy 代码 也 很 慢 。 那 么 ， 最 简单 的 有 效 解决 
方案 就 是 使 用 f2py， 正 如 第 9 章 所 提倡 的 。 这 并 不 意味 着 使 用 Fortran 重新 编码 整个 程序 ， 
而 只 是 重 写 瓶颈 函数 ， 它 应 该 是 计算 密集 型 的 ， 但 也 是 总 体 结 构 简 单 的 部 分 ， 因 此 不 需要 太 
多 的 Fortran 专业 知识 。 





图 10-5 方程 (10-15 ) 的 左 侧 绘制 在 32X32 计算 网 格 上 。 除 了 中 心 点 取 值 为 2 之 外 ， 原 
始 数 据 源 的 其 他 点 都 是 0 
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安装 Python 环境 





为 了 使 用 Python ， 我 们 需要 执行 两 个 任务 。 第 一 个 任务 显然 是 下 载 和 安装 相关 软件 。 
这 是 一 个 简单 而 又 直接 的 任务 ， 但 需要 避 开 一 些 不 太 明 显 的 陷阱 。A.1 节 将 说 明 如 何 实现 这 
一 点 。 

第 二 个 任务 是 确定 如 何 高 效 地 与 Python 环境 交互 。 这 对 作者 来 说 很 难 界 定 ， 因 为 这 也 
取决 于 读者 的 专业 知识 和 理想 抱负 。Mathematica 或 者 Matlab 的 用 户 不 会 面临 这 种 困境 ， 
为 它们 只 为 其 专 有 软件 提供 一 个 接口 方式 。 因 为 Python 是 开源 软件 ， 所 以 无 数 的 开发 人 员 
编写 了 大 量 与 Python 交互 的 方法 。 聪 明 的 读者 期 望 能 在 下 面 两 种 方式 之 间 权 衡 选 择 ， 面向 
初学 者 的 简单 且 严格 的 交互 方法 (就 像 上 面 引 用 的 商业 示例 一 样 )， 或 者 面向 更 有 经 验 且 雄 
心 勃 勃 的 用 户 的 复杂 和 通用 的 交互 方法 。 

接 下 来 的 两 节 内 容 将 回顾 和 建议 如 何 使 用 它们 来 访问 Python 环境 。 我 的 建议 是 从 读者 
感觉 最 舒服 的 地 方 开始 ， 然 后 在 读者 的 雄心 壮志 需要 进步 的 时 候 回 来 并 继续 前 进 。 

-如果 读者 以 前 没有 使 用 过 Jupyter 笔记 本 ， 那 么 当然 应 该 复习 一 下 A.2.2 节 。 本 文 描述 
了 这 个 软件 提供 的 许多 不 同 的 功能 ， 而 不 涉及 IPython 的 细节 ， 这 些 细节 已 经 在 第 2 章 中 详 
细 讨 论 过 。 最 后 ，A.5 节 将 介绍 如 何 增强 Python 环境 以 适应 读者 自己 的 特定 需求 。 


A.1 安装 Python 软件 包 


正如 1.2 节 所 概述 的 ， 我们 不 仅 需要 核心 Python， 还 需要 附加 包 IPython (参见 第 2 章 )、 
NumPy、SciPy (在 第 4 章 讨论 过 的 包 )、Matplotlib (参见 第 5 章 )， 以 及 Mayavi (在 第 6 章 
讨论 过 ) 和 SymPy (在 第 7 章 讨论 过 )。 虽 然 数 据 分 析 仅 仅 在 4.5 节 提 到 ,但 是 该 节 推 荐 了 
Pandas 软件 包 ， 对 于 许多 人 来 说 ， 这 是 必须 安装 的 软件 包 。 

读者 的 计算 机 上 可 能 已 经 安装 了 核心 Python 软件 包 ， 而 且 从 流行 的 软件 存储 库 或 者 主 
要 的 Python 源 2 上 下 载 其 他 软件 包 也 非常 方便 诱 人 ， 因 为 可 以 在 那里 找到 主要 平台 的 文档 和 
可 下 载 软件 包 。 但 以 我 的 经 验 ， 这 常常 是 “计算 机 官员 ”提出 的 建议 ， 他 们 忘记 了 该 策略 的 
后 果 。 这 种 方法 的 障碍 在 于 很 难 确保 所 有 这 些 软件 包 都 是 相互 兼容 的 。 即 使 在 某 个 时 间 点 兼 
容 , 但 随后 的 “升级 改进 ”( 例 如 NumPy 升级 ) 也 很 可 能 会 破坏 它们 与 其 他 附加 程序 包 的 兼 
容 性 。 因 此 ， 我 强烈 建议 读者 下 载 一 个 完整 的 集成 系统 ， 并 坚持 使 用 它 。 当 然 最 好 是 允许 增 
量 更 新 的 集成 系统 ， 它 们 的 更 新 会 考虑 到 并 同时 解决 兼容 性 问题 。 或 者 ， 读 者 可 能 希望 每 隔 
一 年 左右 升级 整个 系统 。 


O ”官网 地 址 为 http://www.python.org。 
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AFFLVF A ARMA, MAREMA AE? 幸运 的 是 ， 有 两 种 非常 流行 的 
杰出 系统 。 

其 中 较 早 的 集成 系统 是 Enthought Python Distribution SS。 新 用 户 应 该 注意 ， 它 现在 被 称 
为 Canopy， 可 以 在 所 有 标准 平台 上 使 用 。 每 个 用 户 都 可 以 免费 下 载 和 使 用 Canopy Express 
版 本 。 这 是 Canopy 的 一 个 “ 轻 量 级 ”版 本 ， 省 略 了 许多 专门 的 软件 包 。 然 而 ， 它 包含 上 面 
提 到 的 所 有 软件 包 (除了 Mayavi)。 另 外 ， 如 果 读 者 是 学 位 授予 机 构 的 学 生 或 者 教职员 工 ， 
那么 可 以 获得 免费 的 、 每 年 可 更 新 的 学 术 许 可 证 的 完整 “Canopy” 包 (当然 包括 Mayavi). 
如 果 读 者 没有 资格 获得 学 术 许 可 证 ， 那 么 需要 进行 仔细 的 成 本 效益 分 析 ， 因 为 Canopy 为 商 
业 用 户 提 供 了 范围 广泛 的 商品 ， 这 些许 可 证 的 成 本 是 合理 的 。 

最 近 ，Anaconda Python Distribution 9 已 经 发 布 ， 并 且 变 得 非常 流行 ， 尤 其 是 在 Windows 
用 户 中 。 它 允许 免费 访问 上 述 所 有 软件 包 ， 尽 管 一 些 用 户 报告 说 使 用 Mayavi 有 困难 。 

如 果 读 者 选择 上 述 两 个 集成 系统 之 一 ,那么 将 获得 巨大 的 优势 它们 是 测试 良好 且 流 行 
的 即 开 即 用 ( out-of-the-box) 的 集成 环境 。 本 书 中 的 所 有 代码 均 在 上 述 两 种 环境 中 无 缝 运行 
并 测试 成 功 。 

存在 类 似 的 免费 软件 包 ， 包 括 仅 用 于 Windows 平台 的 Python(x, y) © (其 中 包含 所 有 推荐 
的 软件 包 ， 包 括 Mayavi)、 用 于 Mac OS X 的 Scipy-Superpack 四 ， 以 及 用 于 许多 平台 的 Source 
Python Distribution 人 ， 它 们 可 能 更 适合 读者 的 需求 ， 但 我 没有 对 它们 进行 过 任何 测试 。 

作为 一 名 科技 工作 者 ， 读 者 可 能 会 问 我 : 哪 种 发 行 版 本 更 适合 自己 ”是否 需要 同时 下 载 
Anaconda 和 Canopy， 以 便 做 出 明智 的 选择 ? 除非 读者 是 一 个 经 验 丰富 的 用 户 ， 和 否则 直接 的 
答案 是 “不 要 1”。 每 个 发 行 版 都 致力 于 确保 其 Python 组 件 是 缺 省 组 件 。 想 要 同时 运行 两 个 
发 行 版 的 更 有 经 验 的 用 户 将 需要 定位 这 两 个 发 行 版 的 ipython 可 执行 文件 。 然 后 ， 他 们 需 
要 设置 适当 的 别名 (例如 在 .bashrc 文件 中 ) 以 便 区 分 它们 。 

为 了 使 用 SciPy 的 部 分 功能 和 f2py 实用 程序 ， 需 要 安装 一 个 Fortran feiro MRE 
者 的 计算 机 上 已 经 安装 了 一 个 ， 那 么 Python 集成 系统 应 该 能 够 识别 它 。 否 则 ， 理 想 的 选择 
是 gfortran ， 一 个 可 以 从 其 官网 8 上 下 载 并 且 在 所 有 平台 都 可 以 免费 使 用 的 二 进 制 文 件 。 尽 
管 新 用 户 可 以 在 不 使 用 命令 行 接 口 (CLI) 的 情况 下 进行 管理 ,但 是 也 强烈 建议 熟悉 计算 机 
上 命令 行 接 口 (CLI) 的 使 用 方法 。 在 Linux 中 , CLI 是 xterm 应 用 程序 ， 而 在 Mac OSX 中 ， 
它 已 经 迁移 到 Terminalapp， 可 以 在 “Applications”( 应 用 程序 ) 文件 下 的 “Utilities ”( 实 用 
工具 ) 子 目录 中 找到 。 在 Windows 10 F, 它 是 “命令 行 提示 窗口 ” CL 接受 来 自 键盘 的 人 
工 输 入 ,通常 是 以 高 度 缩写 的 形式 (为 了 最 小 化 击 键 次 数 )， 这 虽然 可 以 提高 效率 ， 但 需要 
用 户 具 有 一 定 的 知识 和 经 验 。 


官网 地 址 为 http://www.enthought.com/products/epd。 

官网 地 址 为 https://www.continuum.io。 

官网 地 址 为 http://code.google.com/p/pythonxy。 

目前 网 址 为 http://fonnesbeck.github.io/ScipySuperpack， 但 正在 迁移 。 
官网 地 址 为 http://code.google.com/p/spdproject/downloads/list. 
官网 地 址 为 http://gcc.gnu.org/wiki/GFortran/。 
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A.2 使 用 Jupyter 笔记 本 与 IPython 通信 


对 于 新 接触 Python 的 用 户 ， 这 是 很 明确 的 建议 。 它 提供 了 一 个 类 似 于 Mathematica 笔 
记 本 的 界面 >， 但 有 一 个 主要 区 别 : 需要 打开 两 个 应 用 程序 ， 包 括 了 Python 本 身 和 利用 系统 
BRU A ak ICA o 


A.2.1 启动 和 终止 笔记 本 


这 里 举例 说 明 如 何 使 用 传统 方法 来 启动 和 终止 上 述 两 个 程序 。 在 CLI 中 ， 首 先 键入 
ipython notebook, 然后 按 下 回 车 键 。 结 果 会 立即 启动 计算 机 上 的 Web 浏览 器 8， 显 示 
一 个 包含 笔记 本 的 Jupyter 窗口 。 终 止 需要 两 个 步骤 。 首 先 使 用 “File”( 文 件 ) 菜单 中 的 
“Close and Halt”( 关 闭 和 停止 ) 项 来 关闭 笔记 本 。 然 后 转 到 CL 终端 窗口 ， 按 两 次 Ctrl-C 
以 停止 IPython。 

如 果 选 择 使 用 Python 发 行 版 ， 则 更 加 简单 。 例 如 ，Anaconda 提供 了 一 个 “Launcher” 
(启动 ) 应 用 程序 ， 它 自动 执行 上 述 的 笔记 本 启动 过 程 〈 但 仍然 需要 采用 上 面 的 方法 终止 它 )。 
Enthought Canopy 应 用 程序 提供 了 更 平滑 的 接口 。 单 击 预先 保存 的 笔记 本 文件 8 的 名 称 ， 将 
启动 这 两 个 进程 。 在 关闭 打开 的 笔记 本 之 后 ， 将 终止 Canopy 并 关闭 [Python 进程 。 


A.2.2 使 用 笔记 本 


笔记 本 的 打开 窗口 将 列 出 当前 目录 中 所 有 的 Python 笔记 本 ( 即 后 缀 为 .pynb 的 文件 )， 
单 击 其 中 的 文件 名 将 打开 它 。 为 了 创建 新 的 笔记 本 ， 需 要 单 击 “new” 莱 单 〈 在 菜单 栏 的 右 
侧 )， 并 选择 “Python 2” 子 菜单 。 这 将 创建 一 个 新 的 笔记 本 ， 其 名 称 为 位 于 屏幕 项 部 的 没有 
意义 的 粗 体 字 “Untitled…”。 应 该 立即 双击 这 个 名 称 ， 并 用 更 合适 的 和 名称 替换 它 。 

新 的 笔记 本 包括 一 个 “输入 单元 格 ”( 一 个 高 亮 显 示 的 矩形 )， 用 于 输入 Python 代码 。 








并 同时 按 下 “Shift+ 回 车 ”组 合 键 以 运行 代码 。 运 行 结果 显示 在 “输出 单元 格 ” 中 。 接 下 来 ， 
单 击 以 重新 回 到 输入 单元 格 并 将 代码 修改 为 : 








并 重新 运行 代码 。 输 出 单元 格 中 的 值 从 45 变 为 40。 建 议 初 学 者 尝试 如 下 操作 : (DD 重复 这 个 
练习 ， 但 是 使 用 组 合 键 Ctrl+ 回 车 键 ， 这 将 执行 代码 ， 并 自动 创建 新 的 输入 单元 格 ; 四 输入 
运行 一 些 其 他 计算 器 示例 6 


日 、 这 里 的 “笔记 本 ”过 去 被 称 为 IPython 笔记 本 ， 但 很 快 就 发 现 该 软件 拥有 比 Python 更 广泛 的 应 用 。Jupyter 
笔记 本 可 以 支持 不 同 的 程序 设计 语言 。 

既 不 需要 也 不 使 用 互联 网 连接 。 

这 里 存在 一 个 不 合理 之 处 : 如 何 创建 第 一 个 笔记 本 文件 ?读者 需要 使 用 上 述 过 程 来 创建 第 一 个 笔记 本 
文件 。 
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也 可 以 使 用 菜单 栏 中 的 菜单 和 图 标 来 尝试 更 复杂 的 交互 操作 。 然 而 为 了 快速 认真 地 使 用 
笔记 本 功能 ,我 建议 读者 掌握 如 下 讨论 的 键盘 快捷 方式 。 

笔记 本 命令 可 以 分 为 两 种 类 型 : 编辑 模式 ， 用 于 修改 单个 单元 格 ; 命令 模式 ， 用 于 操作 
整个 笔记 本 (如 表 A-1 所 示 )。 


表 A-1 切换 笔记 本 模式 的 可 选 操 作 


rE TY 
编辑 模式 回 车 键 在 单元 格 内 单 击 
emt REM 


在 编辑 模式 下 ， 可 以 使 用 非常 标准 的 编辑 命令 来 修改 单元 格 的 内 容 。 然 而 ， 命 令 模 式 需 
要 一 些 不 太 常 用 的 操作 。 表 A-2 总 结 了 命令 模式 的 最 重要 操作 。 


表 A-2 命令 模式 中 有 用 的 快捷 键 


x 二 
h 显示 快捷 键 列 表 把 单元 格 粘贴 到 当前 单元 格 的 上 面 
s 保存 笔记 本 文件 删除 当前 单元 格 


a 在 当前 行 的 上 面 插入 一 个 新 的 单元 格 | z _ | 取消 一 次 删除 操作 
b 在 当前 行 的 下 面 插入 一 个 新 的 单元 格 | 1 | 切换 显示 /不 显示 行 号 


x 剪 切 一 个 单元 格 把 当前 单元 格 切换 到 IPython 模式 
c 复制 一 个 单元 格 ”m ”| 把 当前 单元 格 切换 到 Markdown txt 


v 把 单元 格 粘贴 到 当前 单元 格 的 下 面 设置 当前 单元 格 为 相应 标题 大 小 


我 们 现在 能 够 将 代码 输入 到 笔记 本 单元 格 中。 准确 地 说 ， 应 该 输入 什么 代码 当然 是 本 书 
的 主题 ， 请 读者 参考 第 2 章 。 然 而 ， 我 们 也 可 以 使 用 单元 格 来 输入 说 明 性 文本 ， 并 为 笔记 本 
提供 格式 化 文本 。 笔 记 本 允许 使 用 Markdown 语言 9 将 格式 化 文本 插入 到 单元 格 中 。 接 下 来 
的 两 个 小 节 将 概述 其 最 相关 的 特性 。 

A.2.2.1 输入 标题 

这 是 最 简单 的 Markdown 操作 。 有 六 种 可 能 的 标题 可 供 选择 : 从 最 大 级 别 1 到 最 小 级 别 
6。 作 为 一 个 实际 示例 ， 让 我 们 为 上 面 打 开 的 笔记 本 输入 初始 标题 。 我 们 从 最 上 面 的 单元 格 
开始 ， 这 个 单元 格 用 于 计算 器 操作 。 单 击 它 外 部 进入 命令 模式 ,然后 键入 “a” 以 在 上 面 创 
建 一 个 新 单元 格 ， 接 着 键入 “1” 调 用 顶级 标题 模式 。 随 后 键入 : 





然后 同时 按 Ctrl+ 回 车 键 。 
A.2.2.2 输入 Markdown 文本 
下 面 是 Markdown 功能 的 一 个 启发 性 示例 。 继 续 上 面 的 示例 ， 双 击 标 题 ， 重 新 进入 该 单 


合 ” 基 本 语法 介绍 请 参见 项 目 官网 http://daringfireball,nebprojects/markdown/syntax ， 网 站 http:Wmarkdown- 
tutorial.com 包含 一 个 简短 且 异 想 天 开 的 动手 实践 介绍 。 
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元 格 。 接 下 来 ， 单 击 单元 格外 部 (进入 命令 模式 )， 键 人 “b” 以 在 当前 单元 格 下 面 插 人 一 个 
新 的 单元 格 ， 并 键 信 “m ”使 其 成 为 Markdown 单元 格 。 接 下 来 ， 在 单元 格 中 输入 以 下 内 容 ， 
注意 间距 ， 其 中 键入 的 8 个 引号 为 反 引 号 键 。 





的 LaTeX 安装 ， 因 为 IPython 包括 自己 的 迷你 版 本 。 当 然 ，Markdown 包含 更 复杂 的 结构 ， 
例如 列表 、 表 格 和 参考 文献 ， 读 者 可 以 直接 阅读 脚注 中 的 参考 文献 。 


A.2.2.3 将 笔记 本 转换 成 其 他 格式 

向 其 他 IPython 用 户 传递 完整 的 笔记 本 (比如 foo) 非常 容易 : 只 需要 向 他 们 发 送 文件 
foo.ipynb。 然 而 ， 一 些 预 期 接收 者 可 能 不 会 使 用 了 Python ， 因 此 需要 另 一 种 格式 。 最 直接 
的 选择 是 HTML 文件 (可 以 在 任何 浏览 器 上 读 取 )， 或 者 PDF 文件 (几乎 可 以 在 任何 地 方 读 
取 )。IPython 可 以 通过 命令 行 命令 来 实现 格式 转换 。 
| dupyter mbconvert --to FORMAT foo.pyM 

Hep, FORMAT 应 该 替换 为 html 或 者 paf (后 者 需要 在 标准 位 置 有 完整 的 LaTeX 包 安 
装 )。 可 以 设置 各 种 参数 : 有 关 详细 信息 ， 请 参阅 帮助 文档 5 。 


A.3 ”使 用 终端 模式 与 IPython 通信 


可 以 通过 简单 的 命令 行 命令 ipython， 然 后 按 回 车 键 来 启动 了 Python。 结果 产 生 一 个 标 
题 和 一 行 标 为 In [1]: 的 输入 提示 符 ， 这 里 是 Python 准备 接受 命令 的 地 方 。 最 后 一 条 命 
令 可 以 使 用 exit， 然 后 按 回 车 键 退出 解释 器 。 

内 置 在 IPython 中 的 是 GNU readline 实用 程序 。 这 意味 着 ， 在 解释 器 的 当前 行 上 ， 左 箭 
头 键 和 右 箭 头 键 可 适当 地 移动 光标 ， 并 且 删 除 操作 和 插入 操作 也 非常 简单 。 我 所 使 用 的 唯一 
附加 命令 是 Ctrl-a、Ctrl-e (它们 分 别 将 光标 移动 到 行 的 开始 和 结束 ) 以 及 Ctrl-k (用 于 删除 
光标 右 侧 的 内 容 )。 上 下 稍 头 键 分 别 用 于 复制 前 一 条 或 者 下 一 条 命令 行 ， 以 便 编辑 或 者 重用 
命令 S。 尝 试 键 信 (2+3)* (4+5) 然后 按 回 车 键 ， 以 查看 相应 的 输出 ， 然 后 是 新 的 输入 行 。 
现在 尝试 修改 命令 。 首 先 使 用 上 箭头 键 来 恢复 上 一 个 命令 ， 将 其 编辑 为 (2+3)* (13-5), 


日 ”写作 本 书 时 其 网 址 为 https://nbconvertreadthedocs.org/en/latest/。 
O ”顺便 说 一 下 ， 这 在 终端 会 话 之 间 也 有 效 。 如 果 重 新 启动 终端 ， 可 以 使 用 向 上 箭头 键 来 显示 前 一 会 话 的 命令 。 
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然后 执行 该 命令 。 但 是 ， 在 终端 模式 下 无 法 同时 编辑 两 条 不 同 的 命令 行 。 为 此 ， 需 要 一 个 文 
A Sia FE A o 


A.3.1 程序 编辑 怖 


对 于 许多 用 户 来 说 ， 计 算 机 文本 编辑 器 的 概念 通常 意味 着 文字 处 理 器 ， 比 如 Microsoft 
Word 或 者 它 的 众多 模仿 者 之 一 。 它 们 或 多 或 少 地 能 完成 文字 处 理 任务 ， 涵 盖 了 许多 语言 
字符 。 键 盘 上 的 每 个 符号 输入 都 必须 转换 成 一 个 数字 ， 而 当前 的 标准 是 “ Unicode ”编码 ， 
它 带 有 超过 110 000 个 字符 的 转换 码 。 当 然 ， 对 于 通 向 屏幕 或 者 打印 机 的 输出 ， 则 进行 相反 
的 转换 工作 ， 所 以 普通 用 户 永 远 意 识 不 到 这 种 复杂 性 。 

程序 设计 语言 早 于 文字 处 理 器 ， 是 在 计算 机 内 存 不 足 时 开发 的 。 标 准 的 转换 是 “ASCII” 
编码 ， 它 允许 93 个 可 打印 字符 ， 对 于 大 多 数 程序 设计 语言 (包括 Python) 来 说 已 经 足够 了 。 
不 幸 的 是 ， 基 于 Unicode 的 编辑 器 在 生成 ASCII 码 方面 做 得 很 差 ， 在 实践 中 我 们 需要 使 用 基 
F ASCII 的 编辑 器 。 

在 选择 “程序 员 的 编辑 器 ”之 前 ， 读 者 应 该 评估 一 下 自己 使 用 或 者 打算 使 用 哪些 程序 设 
计 语 言 。 这 是 因为 所 有 这 些 语言 都 有 其 特殊 性 ， 所 以 选择 的 编辑 器 最 好 能 够 支持 该 程序 设计 
HRAS. 

幸运 的 是 ， 在 公共 领域 存在 优秀 的 基于 ASCII 码 的 编辑 器 。 Emacs 和 vim (以 前 的 vi) 
是 功能 强大 的 几乎 在 所 有 平台 上 都 可 以 使 用 的 ASCI 编辑 器 。 它 们 的 通用 性 取决 于 内 置 或 
者 附加 的 模块 (由 爱好 者 为 主流 程序 设计 语言 编写 的 )。 然 而 ， 这 种 通用 性 的 成 本 是 一 个 稍 
微 陡峭 的 学 习 曲 线 。 这 也 许 就 是 许多 Emacs 用 户 (或 者 vim 用 户 ) 强烈 (几乎 不 合理 ) 忠于 
他 们 的 选择 并 且 强 烈 地 贬低 另 一 个 的 原因 。 

当然 ， 许 多 科学 家 都 准备 牺牲 通用 性 的 一 些 方面 来 换取 更 平滑 的 学 习 曲 线 ， 并 且 有 一 些 
非常 胜任 的 开源 备 选 方案 。 在 此 上 下 文中 ，Windows 平台 上 的 许多 Python 用 户 更 喜欢 使 用 
Notepad++ 全 ， 这 是 一 个 具有 更 平滑 的 学 习 曲 线 的 多 用 途 编 辑 器 ,但 它 是 Windows 平台 的 原 
生 编 辑 器 。 编 辑 器 TextWrangler 9S 是 Mac OS XX 平台 固有 的 ， 也 是 类 似 的 首要 选择 。 当 然 ， 
还 有 许多 其 他 优秀 的 公有 领域 和 专 有 程序 员 的 编辑 器 ， 它 们 支持 通用 的 程序 设计 语言 。 在 互 
联网 上 可 以 找到 列 出 并 比较 其 特性 的 列表 。 

正如 在 第 2 章 中 可 以 看 到 的 ， 稍 微 复杂 的 程序 开发 涉及 IPython 解释 器 和 文本 编辑 器 之 
间 的 频繁 切换 。 可 以 选择 使 用 三 种 不 同 的 方法 来 实现 切换 。 具 体 选择 哪 种 方法 取决 于 用 户 便 
利 性 和 初始 设置 过 程 复 杂 性 之 间 的 权衡 。 


A.3.2 双 窗 口 方法 


这 是 最 简单 的 选择 。 可 以 同时 打开 了 Python 窗口 和 编辑 器 窗口 。 使 用 操作 系统 的 “复制 
和 粘贴 ”功能 ， 实 现代 码 从 解释 器 到 编辑 器 的 传输 。 保 存 的 编辑 代码 文件 ， 可 以 在 解释 器 中 


”例如 ， 在 本 书 的 创作 过 程 中 ， 我 使 用 了 LaTeX. Python, Reduce, Fortran 和 C++。 很 显然 ， 我 倾向 于 使 
用 能 “理解 ”所 有 这 些 程序 设计 语言 的 单个 编辑 器 。 
官网 地 址 为 http://notepad-plus-plus.org。 


© 
© BVA http://www.barebones.com/products/textwrangler 下 载 免费 使 用 版 本 。 
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使 用 魔术 命令 srun 来 执行 (参见 2.4 节 )。 该 方法 设置 简单 ， 但 当 计算 机 屏幕 较 小 时 ， 同 时 
显示 两 个 大 窗口 会 变 得 杂乱 无 章 。 


A.3.3 ”从 IPython 内 部 调用 编辑 器 


稍 复杂 的 方法 是 在 解释 器 中 使 用 魔法 命令 vedit, 4R [Python 将 在 新 窗口 中 启动 一 
个 编辑 融 。 一 且 编 辑 完成 后 ， 保 存 文件 并 退出 编辑 锅 。IPython KR Ft, Rita ou Piz 
行 新 代码 。 注 意 ， 这 种 方法 仅 适 用 于 快速 轻 量 级 编辑 器 。 默 认 编 辑 央 是 Vim 或 者 notepad 
(Windows 系统 )。 如 果 读 者 不 喜欢 默认 编辑 器 ， 那 么 可 以 研究 文档 帮助 ， 以 发 现在 哪里 重新 
设置 默认 编辑 需 。 


A.3.4 从 编辑 器 内 部 调用 IPython 


更 复杂 的 方法 是 只 使 用 编辑 咒 窗 口 ， 并 在 其 子 窗口 中 运行 IPython。 在 撰写 本 书 时 ， 这 
仅 适用 于 A.3.1 节 引 用 的 前 三 个 文本 编辑 器 ， 并 且 设 置 起 来 稍微 有 些 困难 9。 假 设 读者 已 经 
在 常规 的 编辑 硕 窗口 中 编写 和 保存 了 一 个 脚本 文件 foo.py。 接 下 来 ， 打 开 一 个 IPython F 
窗口 (例如 ， 在 emacs 中 使 用 命令 Ctrl-c ! )， 并 在 其 中 键入 run foo 以 执行 脚本 。 现 在 可 
以 在 这 个 解释 带子 窗口 中 符 试 新 思想 。 一 且 气 成 了 和 莹 试 ， 则 可 以 粘贴 代码 到 编辑 需 窗 口 。 对 
于 那些 拥有 丰富 编辑 器 经 验 的 用 户 而 言 ， 这 是 最 精简 的 方法 。 


A.4 通过 1IDE 与 IPython 通信 


本 附录 开头 提 到 的 Mathematica 和 Matlab 是 集成 开发 环境 (Integrated Development 
Environment，IDE) 非常 简单 的 示例 ， 其 中 预先 选择 了 基于 ASCII 码 的 编辑 器 。 在 这 两 种 情 
况 下 ， 编 辑 器 只 支持 一 种 程序 设计 语言 。 然 而 ， 大 多 数 IDE 的 构建 都 支持 多 种 语言 ， 并 且 
提供 额外 的 功能 来 帮助 程序 员 。 对 于 Fortran 和 C 语言 族 的 常规 开发 工作 来 说 ， 它 们 是 非常 
有 价值 的 。 

当然 ， 有 许多 可 用 的 IDE， 一 些 作 为 商业 软件 ， 一 些 作为 开源 软件 。 一 个 非常 出 色 的 商 
业 IDE 是 Pycharm SS， 它 实际 上 对 学 术 用 户 是 免费 的 。Spyder IDE 也 非常 棒 ， 它 包含 在 上 面 
推荐 的 Anaconda 和 Canopy 的 发 行 版 中 。 使 用 其 他 几 种 程序 设计 语言 的 读者 可 能 希望 考虑 
IDE， 如 上 面 提 到 的 两 种 。 然 而 ,很 多 用 户 会 发 现 Jupyter 笔记 本 是 理想 的 选择 ， 它 包含 在 
A.1 市 描述 的 所 有 发 行 版 中 。 


A5 安装 附加 包 
一 是 对 “在 自己 选择 的 研究 领域 中 使 用 Python ”建立 了 信心 后 ， 读 者 可 能 需要 安装 额 


日 ”遗憾 的 是 ， 官 方 帮助 文档 非常 不 足 。 我 是 通过 在 网 上 搜索 emacs ipython 而 开始 的 。 容 易 被 忽略 的 一 
点 是 ， 要 使 用 python 模 式 ， 读 者 需要 告诉 编辑 器 在 哪里 找到 Python 可 执行 文件 。 读 者 应 该 给 出 
IPython 可 执行 文件 的 路 径 。 

© ”相关 信息 请 参见 https://www.jetbrains.com。 
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外 的 Python 模块 。 第 一 种 方法 是 检查 读者 所 选 的 发 行 版 中 是 和 否 有 包括 但 未 安装 的 特定 模块 。 
如 果 是 ， 则 请 按照 发 行 版 的 指示 安装 该 模块 。 

如 果 仍 然 需 要 查找 某 个 模块 ， 那 么 接 下 来 的 策略 是 检查 中 央 存 储 库 : Python Package 
Index © ( Python 包 索 引 )， 它 包含 超过 25 000 个 附加 包 。 请 记 住 ， 有 许多 优秀 的 软件 包 ( 包 
括 本 书 中 推荐 的 一 些 软 件 包 ) 并 没有 包含 在 该 存储 库 中 1! 

存在 多 种 安装 附加 包 的 方法 ， 每 种 方法 都 “ 比 前 一 种 方法 简单 "， 但 是 下 面 的 过 程 也 很 
简单 ， 应 该 适用 于 任何 Python 发 行 版 。 假 设 读者 已 经 找到 了 一 个 包 ， 比 如 foo.tar.gz, 
并 将 其 下 载 到 某 个 目录 中 。 在 解压 缩 之 后 〈 例 如 使 用 gzip 解压 )， 请 进入 源 文件 夹 foo, H 
中 将 包含 右 二 文件， 包 括 一 个 名 为 setup.py 的 文件 。 假 设 读者 拥有 或 者 已 经 获得 了 “ 超 
级 用 户 ” 特 权 ， 则 使 用 以 下 命令 行 可 以 编译 并 安装 该 软件 包 .: 


















© HARHA http://pypi.python.org/pypis 
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伪 谱 方法 的 Fortran77 子 程序 





文献 Fornberg (1995 ) 的 附录 了 包括 用 于 构造 解决 非 周期 问题 的 伪 谱 算法 的 相关 For- 
tran77 子 程序 的 集合 。 在 9.8 节 ， 我 们 解释 了 如 何 使 用 £2py 来 创建 看 起 来 像 Python 函数 的 
相应 套件 ， 但 实际 上 是 使 用 Pythonic 包装 器 封装 编译 的 Fortran 代码 。 我 们 可 以 以 最 少 的 知 
识 和 对 Fortran 的 理解 来 完成 这 个 复杂 的 过 程 。 本 附录 列 出 了 直接 从 Fornberg (1995 ) 复制 
的 相关 函数 ， 但 是 经 过 了 一 些 修改 ， 即 增加 了 以 cf2py 开始 的 注释 行 。 这 些 增强 在 9.8 节 
进行 了 说 明 。 

第 一 个 子 程序 并 不 存在 于 Fornberg (1995) 中 ， 而 是 基于 文献 第 187 页 F.3 节 开 始 处 的 
Fortran 代码 片段 ， 并 且 使 用 该 页 上 先前 给 出 的 代码 示例 来 推断 出 前 后 的 代码 。 






细 说 明 。 第 21~23 行 包含 额外 的 用 于 f2py 工具 的 注释 。 
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EFE, RITHE 182~183 页 的 快速 离散 傅 里 叶 余弦 变换 包括 在 内 。 我 们 在 上 面 添加 
了 注释 行 第 22 一 24 行 。 





最 后 ， 我 们 包括 了 第 188 一 189 页 中 的 三 个 子 程序 ， 用 于 将 物理 空间 中 的 数组 转换 为 切 
比 雪夫 空间 中 的 数组 、 将 切 比 雪夫 空间 的 数组 转换 为 物理 空间 中 的 数组 ， 以 及 在 切 比 雪夫 空 
间 中 执行 空间 微分 。 
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